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Palkommissionen

Dimensionering av palar med hénsyn till knidckning och stukning

Forord

Varje ar installeras ca 2 miljoner meter palar i Sverige. Om man antar att priset i medeltal &r ca 1000
kr/m (vilket kan vara i underkant) sa motsvarar den installerade mangden alltsa ca 2 miljarder kr/ar.
Detta ar en betydande del av vara kostnader for grundlaggning. Man kan darfér forvanta sig att dven
relativt marginella insatser for effektivisering har kan ge stora besparingar.

En faktor som i hog grad paverkar den sammanlagda kostnaden for palning ar tillampad praxis for
dimensionering av palar eftersom utnyttjandegraden och darmed antalet palar for varje
palningsprojekt beror av resultatet av dimensioneringen.

Palkommissionen beslutade darfér 2013 att granska géallande praxis for dimensionering och foresla
riktlinjer for att modifiera denna sa att 6kad utnyttjandegrad av palar kan uppnas, i de fall detta ar
moijligt och lampligt. En viktig del i detta arbete ar att ange en ingenjorsmassigt anvandbar
berakningsmetod for dimensionering av palar.

Foreliggande rapport vander sig i forsta hand till konstruktorer och projektorer. Bestéllare och
entreprendrer samt paltillverkare kan sedan tillgodogora sig de forbattringar och besparingar som
uppnas.
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Sammanfattning

De resultat som kan uppnas med foreslagen modifierad berakningsmodell vid rutinmassig
dimensionering av palar ar i forsta hand att kunna beakta féljande:

- olika geotekniska parametrar utefter palen

- olika tvarsnitt pa olika paldelar.

- andlig langd hos palar

- olika inspanningsforhallanden vid paltoppen

- olika initiell utbojning (dven skarvvinkelandring)

Bland fordelarna med hansynstagande till namnda faktorer, vilket inte sker med tillampning av
gallande praxis, ar i forsta hand féljande:

- 6verdimensionering orsakad av nédvandig forenkling av om jordprofil undviks

- teknikutveckling avseende 6kning av palars kapacitet underlattas, t ex palar variabel styvhet
(utformad med avseende pa jordprofilen)

For tillampning i dimensioneringsarbete behovs utveckling av berakningsverktyg, alltsa
programmering. Nagra sadana insatser ingar dock inte i rapporten.
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Knackning — en historisk tillbakablick

Fenomenet kndckning innebar att tryckkraftskapaciteten for ett konstruktionselement ar lagre, ofta
mycket lagre, an det varde som ges av vardet tryckhallfastheten ganger tvarsnittsarean. Fastan detta
idag ar elementér kunskap for de flesta byggare sa har sa inte alltid varit fallet.

De forsta kdnda provbelastningarna av stravors knacklast utférdes 1729 av hollandaren van
Musschenbroek. Han kom till resultatet att knacklasten var omvant proportionell mot en stravas
langd i kvadrat. Detta hade harletts teoretiskt av Euler ca 30 ar tidigare. Till en borjan accepterades
bland ingenjorer vare sig namnda forsoksresultat eller Eulers analys.

Till och med sa framstaende personer som Coulomb menade att tryckkapaciteten for stravor var
oberoende av langden och istéllet alltid en produkt av tvarsnittsarean och tryckhallfastheten. Datida
forsoksresultat understodde detta synsatt. En forklaring torde vara att de provningar som utfordes i
allmanhet omfattade relativt korta pelare av tra eller gjutjarn.

Inte forran 1845 pavisade Lamarle att Eulers teori gav god 6verensstammelse med forsoksresultat,
forutsatt att forséken ordnades sa att randvillkoren, alltsa ledat/styrda dndinfastningar och
forsumbart liten excentricitet for lastangrepp, motsvarade Eulers forutsattningar.

Senare undersdkningar pavisade vikten av att beakta avvikelser fran Eulers renodlade
forutsattningar. Som exempel kan namnas inverkan av initiell krokighet och fran tillverkning
kvarstaende egenspanningar i material. Sddant utvecklingsarbete under mer &n 100 ar aterges i
standardverket "Theory of Elastic Stability”, av Timoshenko och Gere, 1961.

Ett specialfall av knackning utgors av stravor omgivna av ett stédjande medium, exempelvis jord.
Knacklasten for en rak, lang strava omgiven av sadant stod i form av tatt placerade linjarelastiska
fjadrar, s k Winkler-badd (”spiralmadrass”), berdknades 1918 av Carl Forssell vid KTH. Resultaten
tillampas for palberakningar av Granholm 1929. Fastan denna modell fér omgivningen har uppenbara
tillkortakommanden (t ex slutar den vid stravans dndar) sa kan den sagas utgora standardmodellen
for manga ingenjorstekniska tillampningar.

En sammanstéllning och utvidgad analys av denna typ av stravor redovisas i referensverket “Beams
on Elastic Foundation”, Hetényi, 1946. Dar harleds och visas bl a uttryck for berdkning av knacklast
for raka stravor av olika langd och med olika randvillkor, givet att stradvan och omgivningen har
konstanta egenskaper.

Senare undersdkningar har beaktat inverkan av kontinuerlig elastisk omgivning, i tiden varierande
belastning, olika jordmodeller, mm. Till skillnad fran de relativt enkla uttryck som redovisas av
namnda forfattare, och som lampar sig foér handberakning, sa kravs i allmanhet datoranvandning for
berdkningarna nar mer avancerad modellering av stravomgivningar an Winklermodellens tillampas.

For tvarsnittsanalys av samband mellan krafter och rorelser (samt spanningar och téjningar) finns
idag ett flertal datorbaserade numeriska industristandardmetoder, exempelvis ASTRAN, ABAQUS och
DIANA. Inom geotekniken finns PLAXIS och ZSOIL. Gemensamt for sddana metoder ar att de kraver
betydande utbildningsinsats for korrekt tillampning och ganska omfattande arbete med inmatning
och presentation av data. Som standardmetod for berdakning av knacklast bedéms de i dagslaget i
allmanhet som inte tillampbara.

Gallande praxis for dimensionering av slanka palar

Under lang tid gallde att palar i allmanhet dimensionerades enbart for den axiella belastning som
skulle tas upp av palgrundlaggningen. Lasten berdknades som summan av nominella varden av
standiga och tillfalliga lastkomponenter. Storleken av paltvarsnittet bestimdes sedan genom division
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med en “tillaten pakanning”. Denna erhodlls genom att palmaterialets tryckhallfasthet dividerades
med en "sdkerhetsfaktor”, vars varde ofta var av storleksordningen 1.5 till 2.0. Det kan antas att en

stor del av de palar som installeras idag fortfarande dimensioneras pa detta satt (i den man nagon
dimensioneringsberdkning alls utfors ...)

Med tiden har normer och regler for dimensionering modifierats pa sa satt att nominell belastning
har ersatts med "lasteffekter” (dimensionerande laster), vilkas storlek erhalls genom att
karakteristiska (nominella) lastvdarden multipliceras med lastfaktorer. Storleken av dessa faktorer
avses aterspegla osdkerheten i respektive typ av belastning. En lasteffekt &r i allmanhet stérre an
vardet for motsvarande karakteristiska last, d v s lastfaktorer ar vanligen storre dn 1.0. For variabla
laster kan dock vardet vara mindre an 1.0, exempelvis nar flera olika laster kombineras till “lastfall”.

For att undvika for stora skillnader i berakningsresultat i jamforelse med aldre metoder har dven
regler for utnyttjande av palmaterialet dndrats, i allménhet pa sa satt att hogre utnyttjandegrad
godtagits. Det sammantagna resultatet av uppdateringar av andrade normer och regler har ofta blivit
ett 6kat utnyttjande av ett tvarsnitt av given storlek.
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Exempel pa praxis 2014, Ruukkis dimensioneringsprogram foér stalrérspdlar typ RR och RR.

Den Overgripande principen for dimensioneringsarbete ar i allmédnhet att ur aspekten sannolikhet
uppna godtagbar marginal mot att skador, exempelvis for sddana orsakade av for stora rorelser eller
materialbrott, ska uppkomma. Faktorer for berakning av lasteffekter och utnyttjande av material
berdknas darfor oftast med tillampning av matematisk statistik. Slutresultaten av sddan berékning
redovisas som faktorer for multiplikation (eller division) i normer och regler, med syftet att uppna
enkelhet och konformitet i det praktiska arbetet. | skrivande stund galler i Sverige Eurokod som
generellt norm- och regelsystem for paldimensionering.

Inverkan av palars krokighet samt egenspanningar

Dimensionering av palar skedde tidigare genom att enbart axialkraften i palen beaktades. | den man
béjmoment i palar togs med i berdkningarna sa géllde det palar som vid paltoppen forutsattes
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belastade av moment eller horisontalkraft. Excentricitet vid paltopp och palspets brukade inte heller
tas med vid dimensionering.

Det var emellertid kdnt, genom matningar, att palar kunde ha betydande krokighet i marken. Bjerrum
formodade i en uppsats 1957 att avvikelser mellan berdknad och vid provbelastningar uppmatt
knéacklast skulle kunna ha sin forklaring i en initiell utb6jning av palarna. Motsvarande inverkan pa
palars kapacitet beskrevs i rapporter i Palkommissionens rapportserie av Bengt Broms ” Berdkning av
vertikala palars barformaga”, 1965 och, ”Palars barférmaga i elastiskt Medium under
Hansynstagande till Initialkrokning och Egenspanningar i Palmaterialet”, Stig Bernander & Ingemar
Svensk, 1970. De senare angav att den for analysen relevanta utbojningen skulle relateras till palens
elastiska knackningslangd, harledd av Forsell 1928.

Resultaten bearbetades och utvecklades i Palkommissionens Rapporter 81 och 84a, m fl. Dessa
insatser kan sdgas utgora grunden for dagens praxis for dimensionering av palar.

Materialleverantorer, programutvecklare och inte minst konstruktorer har tagit fram och tillampar
berdkningsresultat som ar grundade pa ovan namnda publikationer, se bilden pa foregaende sida.
Den stora skillnaden jamfort med aldre berdkningspraxis ar att palar idag dimensioneras bade for
axiellt kraftangrepp och ett mot forutsatt utbdjning svarande béjmoment.

Praxis innebdr att innan yttre last pafors vid paltoppen sa antas palen i marken utbojd. Kraften mot
paltoppen 6kar sedan denna utbojning, vilket leder till uppkomsten av ett bojmoment. Palens
maximala kapacitet med avseende pa tryckkraft anses motsvara antingen att paltvarsnittets
kapacitet uppnas genom den kombinerade effekten av normalkraft och b6jmoment, eller genom att
palen dessforinnan uppnar sin knacklast. Detta synsétt ar analogt med det som galler for pelare och
tryckta stravor i luft.

Forutsattningar som ingar i gallande praxis

Med syftet att forenkla saval teoretisk analys som berakningsarbetet finns i gdllande praxis ett antal
forenklingar, vilka kan beskrivas som féljer;

- palens initiella utbdjning ar en sinusfunktion.

- palen bojer ut i ett och samma horisontalplan.

- palen ar oandligt lang.

- palen har konstanta egenskaper (diameter, bojstyvhet).

- axialkraften i palen ar konstant.

- palen ar ledat — styrd infastad vid toppen och spetsen.

- normalkraftens excentricitet vid palens topp och spets é&r lika med noll.
- jorden kring palen har konstanta egenskaper langs palen.

- jordens elastiska respons ar i varje punkt proportionell mot utbdjningen (Winkler-underlag)
- bojspanningar i palen fore belastning antas vara lika med noll

- inverkan av tvarkraft forsummas

- palen &r i sin helhet belastad av yttre, fran jorden 6verforda, krafter.
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Den sista punkten i listan ar anmarkningsvard. For de flesta konstruktionselement dar tryckande
axialkraft férekommer, sa ar det mycket viktigt att beakta inverkan av transversell belastning, om
inte tryckkraften ar mycket liten.

Orsaken till att det ar viktigt att beakta bade tryckkraft och sidolast &r forstas att bade utbojning och
béjmoment kraftigt paverkas av axialkraftens storlek, ndrmare bestamt férhallandet mellan kraften
och knacklasten. Om tryckkraftens storlek &r tillrdckligt ndra knacklasten sa leder dven en liten 6kning
av en sidolast till mycket stor 6kning av bojmoment och utbdjning, exempelvis for balkar (sa kallade
beam-columns) och plattor.

Aven om pélar manga ganger saknar sidolast, vilket kan beréattiga den namnda férenklingen, s& ar
sidobelastning mot palar Iangt ifran ovanlig, se bilden nedan.

T I—

{
D

overlast
séttning med vertikal séttning,
horisontalandel lutande palar

jordtryck

S

Exempel pa situationer ddr det uppkommer sidobelastning pa pdlar

Ledad- styrd N J-LAF

-
=
|

Konstant El

konstant Emark
hela palen i jord

oo langd
sinusformad
initialutbGjning

knéacklangd Lk
initialutbdjning

[\ Ledad- styrd ]-FAF
N

Bild visande antagna egenskaper fér pdlberékningar enligt praxis 2014. Initialutbéjning avsdtts pa
kndckldngden. Ndr axiell kraft paférs sG uppkommer tillskottsutbéjning. Utbdjningen i en punkt
utgors av summan av initialutbéjning och tillskottsutbdjning.
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Knécklast = ZVEI*Emark

initialutbdjning & 0

Korda for kndcklangd

Y

4/ EI

Lknack =TT Emark

Initialutb6jning mdts pa palens kndckléngd, inte hela pdlléngden, enligt géllande praxis 2014 Med El
avses pdlens bdjstyvhet, kNm2.. Med Emark avses markens E-modul, exempelvis 50*odrdnerad
skjuvhdllfasthet, kPa =kN/m2. En ndrmare beskrivning av denna faktor ges senare i rapporten. Med
ndmnda storheter erhdlls Kndcklasten i sorten kN.

Utover ovan namnda forenklingar, som ar férknippade med berdakningsmodellen, tillampas vid
dimensionering av palar dven andra férenklingar. Exempelvis brukar inverkan av utmattning vid
installation féorsummas, eller anses motsvara ett schablonvarde vars relevans i det enskilda fallet inte
brukar verifieras.

Knacklasten berdknas enligt bilden nedan, enligt Rapport 84a, dar virtuella arbetets princip anvands
for berakning istallet for, som i Rapport 81, med ekvivalent baddmodul.

Samband mellan axiallasten P och tillskottsutbdjningen y, enligt Rapport 81, ekv. 3.4:

P =2k, -D; EI-@(y,) -—2
Yo+ 0o

®(or) beaktar plasticering 1 omgivande jord (@ = 1,0 for yy < )j) rapport 84a, ekv 47:
a(yy/ y,)=arcsin(y, / v,)

D(x) = E(Orf +1.5sin(2a) — (72' — 205)(sin(05))2)
T

Samband mellan moment och axiallast enligt Rapport 81, sidan 46:

M=p. 2t 20

Berdkning av kndcklast enligt pdlkommissionens Rapport 81 och 84a.

Berdkningsgangen illustreras i bilden nedan. Knacklast och stuklast berdknas for successivt 6kande
varden for tillskottsutbdjningen. Palens knacklast har ett maxvéarde vid en viss tillskottsutbojning.
Om stuklasten vid denna utbdjning &r storre dn knacklasten sa intraffar berdkningsmassigt knackning
dar. Om istallet stuklasten, vid mindre tillskottsutb6jning an den som motsvarar knackning, dar ar
mindre an motsvarande knéacklast sa sker stukbrott dar. Det senare fallet innebér alltsa att stukning
dimensionerar.
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N N
Nstuk
Nstuk
Me
Nd Ne Nd
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Knéckning dimensionerar Stukning dimensionerar
y0 = tillskottsrorelse

M . Yo+ B,
Nstuk ges av ax ¥ fmax =1 3 M=H-2—

Bild som visar hur pdlens kapacitet bestdms av det minsta av vdrdena for knécklast (Nc)respektive
stuklast, beroende pad hur stor tillskottsutbéjningen dr for uppndendet av knédicklastens peakvdrde.
Nmax och Mmax betecknar pdltvdrsnittets kapacitet med avseende pa axialkraft respektive
béjmoment. For bruksgrdnstillstand brukar kapacitet motsvarande elastiskt tillstand foreskrivas. Fér
brottgrdnstillstdnd och olycksfallstillstand tillgodordknas plasticering for bdde jord och pdlmaterial.

Kravspecifikation for ny metod

Den nya metoden ska i sa stor utstrackning som majligt eliminera de férenklingar som finns i
upprakningen ovan. Vidare ska presentationen vara sadan att det pa samma satt som idag ar mojligt
att relativt enkelt ta fram berakningsverktyg for anvandning i det dimensioneringsarbete som
dagligen utfors och som bildar underlag for majoriteten av de val av paltyp och paldimensioner som
utfors.

Med utgangspunkt fran listan som visar férenklande antaganden sa kan en kravspecifikation for en
forbattrad berdakningsmetod formuleras som foljer:

- godtycklig initiell utb6jning, aven vinkelandringar i skarvar

- palen bojer ut i tre dimensioner (3D).

- palen kan ha godtycklig langd.

- palens egenskaper (diameter, bojstyvhet) kan variera.

- axialkraften langs palen kan variera.

- palen kan ha varierande randvillkor vid toppen och spetsen, t ex inspand + ej styrd.
- jorden kring palen kan ha varierande egenskaper langs palen.

- jordens respons i varje punkt kan motsvara annan modell dn Winklerunderlag.
- béjspanningar i palen fore belastning antas motsvara antagen initiell utbdjning
- inverkan av sidolast, exempelvis av att jord ror sig i sidled mot/omkring palen.
- inverkan av tvarkraft
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- annan jordmodell an Winkler-omgivning, exempelvis hardening-soil, small strain, creep.
- beaktande av 3D, alltsa utbdjning i tre dimensioner istallet for i ett plan.

Inverkan av andrad praxis

Ett motiv till att behalla Winkler-responsen ar att mer avancerade jordmodeller manga ganger pa ett
ingenjorsmassigt godtagbart satt kan efterliknas med Winkleromgivningen, och att de
jordegenskaper som ingar i komplexa jordmodeller i de flesta fall mest blir en uppskattning, darfor
att motsvarande utvidgade bestamningar av jordegenskaper inte utfors (moduler och parametrar
relaterade till hallfasthet beddms t ex ofta schablonmadssigt fran sonderingsdata). Forsummande av
tvarkraftens inverkan kan motiveras med att beaktande av tvarkraften normalt har liten inverkan pa
resultatet.

Man staller sig fragan huruvida inférande av beskrivna dndringar i praxis automatiskt leder till hogre
kapacitet for palar. Svaret ar att i vissa fall kan istallet lagre beraknad kapacitet bli resultatet.

En fordel med utvidgad praxis ar att nya typer av palar kan bli aktuella, exempelvis palar med olika
tvarsnitt pa olika delar av palen. Exempelvis kan ett starkare tvarsnitt anvandas dar marken har lagre
hallfasthet medan ett annat tvarsnitt anvands dar marken har stoérre barformaga.

Generella krav for dimensionering

Att palar, i likhet med andra barande konstruktionselement, ska ha en godtagbar marginal mot att
"kollapsa" &r en vedertagen forutsattning. Denna kvantifieras i granstillstanden brottgranstillstand
och olycksfallstillstand. Dessutom galler att palens rorelser, i forsta hand vid paltoppen, vid normalt
utnyttjande av palen inte ska vara sa stora att funktionen som palen ska ha inte uppfylls. Nar
utnyttjandet av palen da uppnar gransen fér vad som accepteras sa har man uppnatt storsta
paverkan inom bruksgranstillstandet. Att upprepade pa- och avlastningen inte ska medfora successivt
Okad kvarstaende rorelse hos palen ar ett sjalvklart krav.

| de byggregler som galler vid ett visst tillfdlle sa specificeras de marginaler som ska galla. Vanligen &r
det fraga om olika koefficienter som ska sakerstalla vissa statistiska forutsattningar betraffande
sannolikheten for att det blir fraga om att forutsatt funktion inte uppnas.

| praktiken kan det vara ganska oklart vad som egentligen ar det ena eller andra tillstandet: Om
exempelvis sjunkningen av paltoppen blir sa stor att oacceptabel sprickbildning uppkommer i den
konstruktion som vilar pa palen sa kan det uppfattas bade brott, utan att brott i en generell
uppfattning uppkommit i palen. Olika uppfattningar brukar harvidlag stallas mot varandra i en
tvistsituation.

Fran ingenjorsmassig synpunkt dr en av de vasentligaste egenskaperna hos palen att paltoppen inte
sjunker for mycket, obeaktat granstillstand. Palens "barférmaga" ar nara forknippad med hur mycket
paltoppen ror sig for en viss belastning dar. | allmanhet ar det fraga om en vertikal kraft ("lasteffekt")
vid toppen och tillika en vertikal rérelse, men paltoppen kan dven belastas och réra sig pa annat satt,
exempelvis horisontellt som resultat av ett transversellt lastangrepp eller ett moment i narheten av
palens 6verdnde. Roérelser vid paltoppen kan ocksa orsakas av att jorden kring palen ror sig i
forhallande till palen, exempelvis genom konsolideringsrelaterade markrorelser.

Palar kan i hogre grad 4n manga andra barande konstruktionselement uppvisa betydande krypning
och forandringar i egenskaper beroende pa cyklisk last, d v s i tiden varierande egenskaper.

En modell med sikte pa att berdkna en paltopps rorelser for alla tdnkbara faktorer som paverkar
beteendet kan knappast formuleras med en rimlig grad av tillampbarhet. Foreslagen modifierad
modell avser darfor vertikal belastning mot paltoppen samt motsvarande vertikal rorelse dar. Pa sa
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satt sa kan avgoras om "barférmagan" ar tillrdcklig, i flertalet fall dar grundlaggning pa palar ar
aktuell. Modellen ar "kodneutral", men de bestammelser som galler for forstoring av angripande
krafter for berdkning av lasteffekter liksom reduktion av "karakteristisk" hallfasthet for erhallande av
dimensionerande kapacitet enligt gillande regelverk (exempelvis "eurokod") forutsatts beaktad.

Faktorer som paverkar utformning av modifierad palberdkningsmodell

Dagens (och morgondagens) dimensioneringsarbete forutsatter berdakningar med dator. De
begransningar som gallde tidigare, och som bl a medférde utvecklandet av grafiska och numeriskt
starkt férenklade metoder, finns idag inte langre. Det ar alltsa idag ingen nackdel om den teori som
bildar stommen i en berdkningsmodell &r sa komplex att handberadkningar ar uteslutna.

Istallet galler kravet pa enkelhet och anvdandaranpassning mer att berdkningsmodellen ska
presenteras i en form som medger produktionsmassigt godtagbar mangd arbete vid anvandningen.

Véagledande for framtagandet av en modifierad modell for paldimensionering for slanka palars
barformaga ar darfor att redovisa en modell som ar tillrackligt enkel att arbeta med samtidigt som
dent ger en signifikant forbattring betraffande efterliknandet av verkliga forhallanden. De verktyg
som konstruktorer i allmanhet kan anvanda ar kalkylprogram typ Excel, matematikpaket typ
MathCad samt hognivasprak typ C++, C# och VB.Net, exempelvis implementerade i MS Visual Studio.

Det ar darfor en stravan att redovisa modellegenskaper i uttryck som inte kraver 6versattning av
analytiska l6sningar (integraler, differentialekvationer) till for berdkningar anvandbar numerisk form.
Vidare forutsatts anvandare inte ha kunskaper i linjar algebra, exempelvis till hantering av matriser,
for att kunna utfora berakningar med modellen som grund.

Tillgdngliga berdkningsmetoder

Bilaga 1 visar bakgrunden till den “klassiska” berakningsmetoden, pa vilken dagens berakningspraxis
vilar och som utgér grunden for de rapporter i Palkommissionens rapportserie som avser berakning
och dimensionering av palar med avseende pa knackning. Som framgar dar sa erbjuder det inga
problem att rakna med palar med andlig langd, med den klassiska metoden.

Bilaga 2 visar uttryck for berakning av samband mellan baddmodul for pale och markens E-modul,
Winklerunderlag. Medan E-modulen for marken inte antas bero av storleken av den jordvolym som
betraktas sa ar baddmodulen (Winklerunderlagets fjaderkonstant) for palen beroende av palens
bredd eller diameter. Emellertid sa brukar man enbart ta med hoptryckning hos intill ett avstand lika
med palens sidmatt eller diameter, varvid jordens och palens modul far ssmma numeriska varde,
sasom visas i bilaga 2.

Bilaga 3 visar hur palomgivningens modul enligt géllande praxis berdknas for olika belastningstid
samt hur jordmotstandet modelleras som ett elastiskt-plastiskt material, i analogi med vad som
brukar antas for stal, betong och andra konstruktionsmaterial.

| bilaga 4 visas inverkan av olika randvillkor och pallangd, klassisk teori, Winklerunderlag. Man kan
notera att i det fall paltoppen ar ”fri” (inte ar ledat infast och inte fasthallen mot rorelse vinkelrat
mot palaxeln) sa ar knacklasten halften mot vardet for en pale med de randvillkor som brukar antas
gélla upptill, d v s ledad-styrd infastning.

Bilaga 5 redogor for Vianellos metod for berakning av knacklast. Nar en stravas tvarsektion har olika
styvhet pa olika avsnitt for stravan sa kan analytiska I6sningar erhallas for vissa sddana
konfigurationer. En mer generell metod brukar tillskrivas Vianello, 1898, fastan den forst
publicerades av Essenger 1893. Italienaren Vianellos insats var att beskriva en grafisk metod for
berdkningsarbetet. Metoden var i det ndrmaste empirisk satillvida att det drojde tills 1923 da det
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matematiskt bevisades under vilka forutsattningar den iterativa metoden konvergerade mot
knacklasten.

Berdkningsarbetet startas med att stravan delas in i delar med konstant bojstyvhet El. Darefter antas
en utboéjningsfigur dar den storsta utbdjningen har vardet 1. Vanligen valjs initialt en triangular
utbéjning. Sedan berdknas momentet vid varje element nar en axiell tryckande kraft =1 paférs varje
dnde av stravan. Det erhallna momentdiagrammet dividerat med respektive elements bojstyvhet
infors sedan i en ny berakning som belastning pa stravan. Man berdknar "momentet av momentet".
Det nya momentdiagrammet innehaller utbdjningsvarden for respektive element.

Namnda berdkningsgrepp brukar kallas inom byggstatiken ofta for “konjugatbalkmetoden”. Det
inverterade vardet av den storsta berdknade utbojningen utgor ett varde pa den soka knacklasten.

Efter det att knacklasten berdknats som det inverterade vardet av den storsta utbdjningen sa
"normaliseras” utbojningsvardena sa att storsta utbojningen far vardet = 1. Sedan utférs en ny
berdkningssekvens med den nya uppsattningen utbéjningar som utgangspunkt.

Iterationerna fortsatts till avvikelsen i berdknad knacklast for tva pa varandra féljande (konsekutiva)
berdkningssteg ar godtagbart liten.

| Bilaga 5 visas en detaljerad beskrivning av Vianellos metod tillsammans med exempel pa hur den
kan tillampas for berdkningsarbete. Som framgar sa lampar sig metoden for numerisk
implementering.

For att man ska kunna tillampa Vianellos metod pa en balk som &r elastiskt understottad kréavs
uppenbarligen en metod som beaktar stodelasticiteten. Genom att valja mycket sma avstand mellan
stoden sa kan en balk i kontinuerlig elastisk omgivning av Winkler-typ efterliknas.

Algoritmen illustreras i figuren nedan.
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2
y _y3=]ymax =1

1

Balk med normaliserad utbéjning och axialkraft N=19€r ...

M2 M3 M4 /l

/

... bdjmoment i balken ...

=
=

=

M2 M3 El Loop

Ei2 ER

$ 3 3 =

- varefter balken belastas med M/EI ...

... Som ger ny utbdjningJ

Berdkna Nc = L
ymax.

Normalisera sedan och upprepa berikning med N=1 >————— -

Fortsatt loopa tills Nc, i+ &r godtagbart lika Nc, ;

Berdkning av kndicklast fér balk pa elastiska stéd enligt Vianellos metod

Bilaga 6 visar hur utbéjningar for en balk pa elastiska stor kan beraknas. Som framgar av figuren ovan
sa behovs en procedur for berdkning av stodmoment for en balk pa elastiska stod. En effektiv och
beprévad sadan metod ("5-momentekvationen") visas i bilaga 6. Utéver en beskrivning av 5-
momentekvationen visas hur den implementeras sa att en symmetrisk, kvadratisk, bandmatris
skapas. For de flesta varden som ar aktuella for bojstyvhet, spannvidder och fjaderkonstanter sa ar
matrisen positivt definit, vilket innebar att direkt Gausselimination (utan pivotring) da kan anvéndas
for att I6sa det resulterande ekvationssystemet, dar alltsa stodmomenten utfér de obekanta
storheterna. Den metoden &r den snabbaste for aktuell typ av berakning.

Den kontinuerliga omgivningen kring stravan efterliknas genom att stéden satts tatt. Man kan visa att
nar avstandet mellan stdden gar mot noll (limesévergang) sa gar I6sningen mot det exakta vardet for
en balk pa kontinuerligt Winklerunderlag. Genom att man kan variera parametrarna L, El och k inom
vida granser sa kan i stort sett vilken kombination som helst av pal- och balkegenskaper efterliknas.

For att komma narmare fallet en balk pa elastiskt underlag som inte ar ett Winklerunderlag utan
istallet ett elastiskt kontinuum (som inte tar slut vid balkdndarna) kan fjaderbadden narmare
balkdndarna modifieras enligt ett examensarbete utfort vid CTH, ref (10).

Det ar ocksa mojligt att anvdanda andra samband an linjara sddana mellan stédkraft och
stédnedsjunkning, d v s ges av uttrycket fjaderkonstanten k = stédkraft/stédnedsjunkning. Man kan
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da ge varje stod individuella, ej linjara samband kraft-rérelse genom inférande av tabeller med
sadana varden, se figuren nedan.

Stédreaktion

stodrorelse

Punktvis beskrivning av samband stédreaktion - stédrérelse, t ex fran provning.

Redovisad berakningsmetodik kan uttryckas mer koncist med analytiska uttryck, exempelvis sadana
grundade pa virtuellt arbete (arbetet for yttre krafter = arbetet for inre krafter). F6r manga blir da
den formaliserade framstallningen ganska svar att férstd och anvanda eftersom det kravs kunskaper
inom omradena linjar algebra, integraler, m m. Det torde vara lattare att forsta harledningar som
grundas pa mer valkdnda samband. Oavsett framstallning sa maste ungefar ssmma berakningsarbete
genomfdras, exempelvis nar analytiska uttryck oversatts till numeriska sadana.

Berakningsarbetet kan utgoras av berdakning av lagsta egenvarde for en matris. Man kommer till
samma uppsattning raknearbete om man diskretiserar exakta differentialekvationer som om man
anvander en mer ingenjorsmassigt inriktad formulering. Man kan ocksa visa att det motsatta ar sant,
d v s exakta uttryck erhalls med utgangspunkt fran numeriska uttryck.

Bilaga 7 visar hur differentialekvationen for en strava i Winkleromgivning representeras med
differensuttryck sa att varierande boéjstyvhet hos stravan och varierande styvhet hos omgivningen
kan beaktas.
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Bilaga 1.

Klassisk berakningsmetod

2015-05-20

M xiellt ealas tadd sbriva i slastisk omgivning.
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Axiellt belastad striva i elastiskt medium, led-led, forts Berdkning Resultat
1.ValjL, Elochc 4
2 2 2 cl’ _ .
F =%E| + ; °2 =Fie* Fru 1) _ L VE vl m som y =\{5~ |n=antal halv-vagor.
L n=T 2.Berdkna N = \El * irmaste
heltal 0- 19.7 | 1
3 2 2 -
n = antal halv-vagor. 3. BeriknaF, = UL El 19.7- 592 | 2
R - . . ke® 2 50.2-118.4 | 3
Fye= knécklast for fri strava. erokar med Skande n. 3
. - . " . N = = Lc
Fiu = oknm_g av kacklas} av elastisk omgivning. 4. BerdknaFy, = —— Vid skande -5~ konvergerar F mot F = Z\JE 3
F, ., minskar med okande n. n+T El
ku ¥ (se figuren)
Berédkna darfor n for F=min ; 5. Berakna F = Fya+ Fy, anm: F = 2\[cEl ar alltid lagre @n det exakta
dF_ Eﬂzﬂ_& virdet enl ekv (1) (se figuren).
dn 12 l'l:iJ'l: ' 6. Berakna som kontroll F = 2\[cEIl
=3 Exempel:
gﬁF= 0 ger =2 RD 170/10 El = 3824 kNm2 cu=500 kPa ;
2 2
e _Le . = L, Fa=2\[cEl, MN
u%__ 3 2 Lal ... som jamforelse aven foljande : m W N Fqlexakt) MN 3
)
L e Gl . 5 00 1 151127=278 277
4 4 . T J hg 4
H = 0 A .
NEl= L'c s 197 582 7. Berakna = /i 10 362 2 151+4127=278 277
LT . . ol Figur. Y=y El \stet270278 277
n==\E vélj n som narmaste helta 20 1446 3 5141.27=2.78 -
- insittning i (1 8. Berdkna Y=F£ : anm:
i insdttning i (1) ger ke skillnad F1/F3 max ca 25 % (t ex for W =19.7);
2 .
_ 2 L,KZEI LLEc . ; motsvarar F = Yt-EZ—EI tex;
F=o"VuE ' 2 2 2 [ & 740 182 1 0.75+255=330 277 ;20%
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Bilaga 2

Samband mellan bdddmodul for pale och markens E-modul, Winklerunderlag

Man utgar frdn sambandet

g=cty, dar g=trycket mot ytan av en elastisk halvrymd, y = nedpressningen av ytan
och c= en proportionalitetskonstant, vanligen kallad baddmodulen

Eftersom tryck har sorten kraft per ytenhet (N/m) och nedpressning sorten langd (m), sa har alltsa
baddmodulen sorten kraft per volymenhet (N/m3).

En balk (eller strdava) har en andlig bredd, har betecknad b. Det antas att balkens utb6jning sker i ett
plan vinkelrat mot och langs balken, alltsa att sidan med bredden b pressar mot den elastiska
omgivningen. Balkens elastiska understodning har sorten kraft per langdenhet, N/m. Om markens
baddmodul &r c (N/m3) sa ar balkens baddmodul c*b, vilket motiverar beteckningen "cb" for balkens
elastiska understodning. Tyvarr betecknas den ofta "c", vilket kan ge upphov till missférstand.

Under balken minskar den vertikala (och horisontella) tryckokningen med 6kat avstand fran
kontaktytan mellan balk och elastiskt material i kontakt med balken. Det uppkommer en
"lastspridning". Som approximation kan antas att spanningsdkningen i det elastiska mediet ar lika
med noll pa avstandet ca 1.0*b fran kontaktytan.

Som visas pa bilden far da k= balkens baddmodul (N/m2) samma varde som det elastiska underlagets
baddmodul.

Baddmodul {Winkler-underlag) Biddmodul ¢ for én balk med bredden B
q = uthredd last (stor utbredning) p = linjelast (N/m)
E # ¥ = nedsinkning IED:E balk med bredd = B

Iy = nedsdnkning (m)

generellt samband : g=g*y ... (1)
& = underlagets biddmadul (Nim?) Py - )
k= balkens biddmodul N/m per meter = N/m?2
o
(2) och (3) ger ——= -T2
Nedsinkning y under belastad bredd B k
5 Insitts p =47 ‘B fas

| | kontakttryck o h=E o ()

v nedsinkning

A spinningsakning Acs Ofta skrivs k = ¢c*B

y
" | approx okning

approx(= B

L

E

E 'uﬁﬂtlligﬂ"l E-miadul
o8B (2

E

Ay farsummas l £= x
under djupet 8 ! B

coy=

Samband mellan det elastiska underlagets bdddmodul ¢ (N/m3) och balkens bdddmodul cb=k (N/m2)

Notera att om balken delas upp i delar med ldngden h sa blir fjaderkonstanten fér varje del k¥h , N/m
((konstant bredd foérutsatts), om balken ska beraknas som balk pa fjadrande stod.

Notera att inverkan av tvarkontraktionstalet forsummats i uttrycken ovan. Detta ar brukligt da man

approximativt uppskattar sjunkning y under fundament med sidmattet B med uttrycket y =q*B/E
(approx).
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Bilaga 3

Elastisk-plastisk jordrespons samt jordmotstandets tidsberoende

— q

| AL g

soil yE1= E50“= kd

elastic

plastic | L

elastic

Definitions regarding deflection and contact pressure between pile and soil. Lc is the buckling length
of the pile.

For cohesive soils Esoil is usually assumed to be a function M(t) of the undrained shear strength and
the time the pressure q acts ( t is time) :

Esoil = Mcu
where cu = undrained shear strength
M =50 for long term loading

M = 200 for short term loading.
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The soil is assumed to behave bilinear elastic-plastic, se fig. The yield pressure gB is assumed to be a
multiple of the undrained shear strength for cohesive soils,

gB=N*cu
where N =6 for long term loading
N =9 for short term loading
The value of the yield deflection yB (fig) varies between
yB =(6/50)d =0.12d for long term loading
and

yB =(9/200) = 0.045d for short term loading

“Short” and “long” can be calculated from a consolidation calculation in horizontal direction. In that
way, the soil permeability, the pile diameter and the time of loading can be considered. Of course,
the meaning of “short” and “long” is quite different for a large diameter pile and a small diameter
micro pile, respectively. Nevertheless, it is often assumed that “long time loading” means a load
acting a week, or longer.

A linear variation between M=50 and M=200 is assumed and a time-factor T is defined as
T =0 for short term loading

T =1 for long term loading

or intermediate values, 0<T<1, Esoil and yB can be calculated as

Esoil = 200/(1+3*T)*cu

and

yB = ((9+24T-9T*2)/200)*d

The value of T is often expressed as a percentage, 0 % - 100 %. For buildings T use to be around 90 %,
for railway bridges around 50 %.
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Bilaga 4

Inverkan av olika randvillkor och pallangd enligt klassisk teori for Winklerunderlag (ref 13, Wang m
fl).

P
_ Med beteckningar enligt figuren &r kan losningen skrivas
4
dw  dPw . _
w-i‘a'@‘F&ﬂf =0 (2.6.1)
Elastic =
L restraint dar
z = z/L,
w = w/L,
a = PLZ/(EI]
_ o
W ¢ = cLY/(EI).

Losningen till ekv (2.6.1) lyder

w = Cy cos (Sz) + Cosin (Sz) + Cjcos (Tz) + Cysin (Tx)
dar

Uttryck for S och T for olika randvillkor visas nedan.

Knacklasten P erhalls genom att det minsta vardet féra berdknas genom passning

efter det att varden for S och T enligt ovan satts in i respektive inramade uttryck i
bilden nedan.

Inspand nere och uppe

28T [cosTcos S — 1] + (T2 - 52) sinT'sinS =0

Inspand nere och fri uppe

[a (52 + TQ) - 2S2T2] cosT'cosS —a (82 + TZ) +

Elastic
restraint

+(st+ 1Y)+ 5T [20— (52 + 72)]sinT'sin § = 0

A

ledad-styrd uppe och nere

Inspiénd nere, inspénd-fri upptill (“svaj"”)

sinT =0 |TsinTcosS—ScosTsinS=0 |

Inspéand nere, ledad-styrd uppe styrd-ledad nedtill, inspand-fri upptill ("svaj")

TcosTsinS — SsinTcosS =0

Virden S och T fér olika randvillkor fér strdva i elastisk omgivning
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Exempel:
Palens Knacklastparameter @ = PL?/(EI)
baddmodul- _
parameter styrd-ledad uppe och nere inspand nere, styrd-ledad uppe
0 9.8696 20.1903
a0 14 9357 24 2852
100 20.0017 29 3066

Exempel visande inverkan av olika randvillkor. Som framgar varierar kndcklastens storlek kraftigt med
olika randvillkor. Felaktigt antagna randvillkor kan berékningsmdssigt ge savdl for liten som fér stor
kndcklast.
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Bilaga 5. Vianellos metod foér berdkning av knacklast

Generell beskrivning

Metoden kan anvandas dar det ar svart, eller inte mojligt, att berakna knacklasten foér en strava med
enkel metod, alltsa vid varierande tvarsnitt, laster angripande utefter stravan och liknande.

Metoden utgor en tillimpning av ”successiva approximationsmetoden”. For tillampning pa
knackningsproblem redovisades den forst av Essenger, 1893. Vianello visade 1898 en grafisk metod
for I6sning, och det &r alltsd han som ofta anses vara upphovsmannen. Ett matematiskt bevis for
metodens konvergens gavs 1923 av Trefftz.

En utbdjning yoi(x) for stravan ansatts. Ett momentdiagram motsvarande en tryckande normalkraft
kan da berdknas. Balkens utbojning berdknas sedan for béjmomentet, vanligen med
"konjugatbalkmetoden”, vilket innebar att balken belastas med béjmomentdiagrammet dividerat
med bojstyvheten El. Motsvarande béjmomentdiagram utgor utbojningen y (x) for det forstnamnda
momentdiagrammet. Stédreaktionerna utgor stodvinkeldandringarna for konjugatbalken

Genom att i en viss punkt satta utbojningen yo lika med utbdjningen y1 sa erhalls ett samband ur
vilket motsvarande normalkraft kan berdknas. Man kan soka och berdkna pa sa satt uppkommen
storsta respektive minsta normalkraft. Medelvardet utgdr en approximation av knacklasten, liksom
dess undre och 6vre grans ges av minsta och storsta beraknade varden.

Berakningen kan nu upprepas med den med konjugatbalkmetoden berdknade utb6jningen, varvid en
ny utbojningsfigur y2(x) erhalls, och nya varden for minsta och storsta motsvarande knacklast kan
beraknas, alltsa genom anvandande av y1(x) och y2(x).

Vianellos metod ger (for det mesta) ett mot den exakta knacklasten konvergerande varde.
Konvergensen ar i manga fall snabb, vilket medfért att metoden lampar sig for iterativ berdkning.

Exempel pa berdkningsgang

0. Dela upp balken i segment med konstant bojstyhet (El) for varje del.

1. Anta utbdjning yoj for balken. Storsta vardet ska vara = 1.

2. Ansatt normalkraft N=1 vid varje balkdnde.

3. Berdkna momentet Mj() for varje segmentmitt av den kraften. Eftersom man antar N=1 sa blir det
numeriska vardet av momentet alltsa lika med utbojningen.

4. Med det berdknade momentdiagrammet dividerat med bojstyvheten El som balkens belastning sa
berdknas nytt "momentdiagram" (momentareametoden, dven kallad konjugatbalkmetoden eller

"momentet av momentet”). Detta berdknade moment utgdr utbdjningen, yj(x).

5. Eftersom antagits N=1 sa ar knacklasten lika med det inverterade vardet av den storsta

utbojningen. Om man har konstant El s blir knacklasten = El / ymax.

6. Normalisera vektorn med utbdjningen, yi(x) , vilket innebar att man satter storsta vardet till 1,d v s

dividera alla varden for vektorn yj(x) med ymax-

7. Ga till 3, upprepa tills skillnaden i berdknad knéacklast ar godtagbart liten. Detta innebar alltsa att
skillnaden mellan utbdjningsfiguren i aktuellt steg och foregaende steg ar godtagbart liten.
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berdkna momentvarden m; fér nomaliserad utb&jning y i

m;
berdkna utbdjning y;,4 = moment fér for belastningen —
El

knécklast = E_I

i+ max

normalisera yi

normaliserad initialutb&rning

Vianellos metod fér beréikning av knéicklast, exempel med konstant béjstyvhet El

Man kan visa att utbdjningsvektorn under ganska generella villkor konvergerar mot den som
motsvarar knacklasten. Metoden ar analog med att finna minsta egenvardet till en matris med
inversiteration ("potensmetoden").

Man kan vilja startvektorn till att motsvara ett enkelt linjart samband. | litteratur finner man ofta
mer komplexa initiella utb6éjningsfunktioner, vilket kan ha sin forklaring i en 6nskan att minska
antalet iterationer for att snabbt na konvergens, men fér en modern dator har det normalt ingen
praktisk betydelse att antalet iterationer 6kar, beroende pa val av startvektor. 1980 typiskt 1MIPS,
idag mer an 10000 MIPS (MIPS = miljoner processorinstruktioner per sekund).

Den ndmnda momentareametoden illustreras i figuren nedan. Man beraknar forst
momentdiagrammet for balken, under inverkan av aktuella laster. Sedan belastas balken med detta
momentdiagram dividerat med bojstyvheten El.

Detta ger ett nytt tvarkraftsdiagram och momentdiagram. Momentdiagrammet anger nu

nedboéjningen och tvarkraftsdiagrammet vinkeldndringarna. "Stodreaktionerna" Rq och R2 anger
vinkeldndringarna vid stéden.

sida 22



Dimensionering av palar med hansyn till kndckning och stukning 2015-05-20

Laster pa balken
\J J; X
D) I
/I"u'l[:u:] = momentdiagram av laster pa balken
y
. M(x)
_.q(x) = belastning = E
mentdiagram q(x) ar lika med
nedbdjningen y(x) av laster pa balken.
: M(x)
_.q(x) = belastning = L
I . . L .
_ Tvarkraftdiagram av q(x) = vinkelandring
R ~_dyldx av laster pa balken
\IRZ

Momentareametoden, berdkning av utbéjning och vinkeldndring for ett lastsystem pd en balk genom
att berdkna balken belastad med momentdiagrammet/El fér balken med yttre laster.
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I | I
0/ 1 2 3 4 =n
Ria1)] az] az] a4
1 il i =1
forutsatts m,=m,= 0 (ledade &ndstdd)
Tvérkraft i olikasnitt i=1, 2,3, ... n blir
T1=R-q1
T2=R-q1 -q2=T1-q2
T3i=R-gq1-q2-q3=T2-q3 ,0s8V...
Ti=Ti1-aqj
Moment i olika snitt 1,2, 3,..,n -1 blir:
1= Rag 4,5
= . a2 az
Rla +a,) q1(a+ =). q2 5 = m.+ Ra,-4,3,;9,=F >
a

a3
My +Ra -q,a5-0,3, q32 ,OSV...

mi=mi_1+ai[Ti_1-—]

av momentet pa strackan '

Mi% o123 n
qi= s VT ey e
El

M3= R(a1+32+33] qq(aq +ay+ —]'(12[32 +‘2—]-q32—3]=

Virdet g innehaller momentintensiteten~strickan aj dividerad med
bojstyvheten El; for strackan aj sa balken belastas med momentdiagrammet

dividerat med resp dels bcustwhet Momentintensiteten m~; j utgér medelvérdet

Hdrledning av uttryck fér rekursiv berdkning av tvdrkraft och moment vid balk belastad med

punktlaster.

| figuren ovan visas de uttryck som anvands for berakning av tvarkrafter och moment for en balk pa

tva stod och belastad med en uppsattning punktlaster q(i). Balken &r uppdelad i segment med
langderna a(i). FOr varje segment antas bojmoment M(i) och bojstyvhet El(i) konstant.

Berdkningen av reaktionen R vid vanstra stodet kan beraknas med jamviktsekvation kring hogra

stodet, sasom visas i figuren nedan.
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i ™
Berdakning av R, exempel med 4 segment.

a, 49, a, 49,
J by
1 2 3 4

0
let 31/!, -az/!, aaﬂl’ 34;

=n

R(a1+a2+a3+ad)= q1( ;—11- a2 +ald +ad) +
+q2[aT2+aS +ad) +
+ q3(aTa+ ad) +

+qa 3

Vid konstant a galler

7°q1+5°q2 +3"q3 +1"°q4
8

R =

e .

Berdkning av reaktion R vid vinstra stddet beriknas med jimviktsekvation kring hégra stédet. Vid
konstant virde pG segmentlidngden sa férenklas uttrycket for R.

s ™

Dim VectorMax As Double = @8
Dim i As Integer = 1
Dim n As Integer = UBound(Vector)

" berd@kna maxvirdet
For 1 = 1 Te n
If Vector({i) > VectorMax Then
VectorMax = Vector(i)
End If
MNext
Dim MormaliseradVector(n) As Double
" normalisera
For 1 = 1 Toe n
MormaliseradVector(i) = Vector(i) / VectorMax
MNext

Return MormaliseradVector ' normal return

~, -

Normalisering av vektor() med utbéjningsvérden vector(i) till vector(i) = vector(i) / vector(max).

Normaliseringen anvdnds vid berékning med Vianellos metod.

sida 25



Dimensionering av palar med hansyn till kndckning och stukning

2015-05-20

Exempel
dx =langd av strimla jamt delbar med alla a,
N=1 ; — N=1 Berakningsféljd:
R El =H —J El4 1. Generera indata,
L [ - antal iterationer
al ] a2 [ a3 | ad - steg dx
Balkdata - vektorer El; , aj och startutbdjning y0;
m.
|yu,mm > 2. berdkna momentet m; med E_II;‘ som belastning
3. berikna knicklast = m1
‘ Startutbéjning ‘ _ 1, max
4. normalisera m;
5. sluta nér givet antal iterationer utforts, och skillnaden
i=|123 .. e n X i knacklast (och utbéjningsfigur) mellan tva sista
T ———— —— —= berakningsstegen &r tillrickligt liten.
Yy
‘ momentdiagram = nedbdjning for steg " i" ‘
m-.
med moment E_II-1 som belastning.
i

Schematisk beskrivning av berdkningsféljd (exempel visat fér balk med 4 félt med olika béjstyvhet El).

| figuren ovan visas de olika stegen i en berdkning syftande till att berdkna knacklasten for en axiellt
belastad balk (strava). Villkoret att steglangden dx ska vara jamnt delbart med alla balkavsnitt med
konstant El ar betingat av att programmering blir nagot enklare, men inget nodvandigt villkor for

berakningsfoljden.

Exemplet visar en strava med ledad infastning vid dndarna. Senare visas hur man kan hantera andra
infastningsforhallanden, t ex inspdnning och forskjutning samt elastisk inspanning.

For att testa modellen utfors berdkningar for konstant El. Har finns som bekant en exakt |6sning
(Euler 2:a), men berakningarna nedan genomfors for att visa att modellen fungerar samt vad hur
konvergensen varierar med elementuppdelning och antal iterationer.

Stalror fyk = 355 MPa ==
E =200 GPa

10 150 mm L 10

Area = % (172 -152)=50.27 cm?

Troghetsmoment| = % (174 . 154) =1614.78 cm*?

Bojstyvhet El = 200*1614.78*10 * 2 = 3230 kNm2

Stuklast = 355*50.27 *10™" = 1785 kN

170 mm A 4

2 2
Knécklast Euler 2:a = 7[L_2E| = %: 498.1089 kN

Testexempel, stdlrér utan sidomotstdnd, konstant El, ledad infdstning.
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Faktorer som paverkar noggrannhet och konvergenshastighet ar elementindelning och antal
iterationer. Med tre iterationer och varierande antal element erhalls for stravan i figuren ovan
foljande resultat med den visade implementeringen av Vianellos metod:

Antal element Knacklast, kN avvikelse, %
8 511.198 2.63%

16 501.331 0.65%

32 498.915 0.16%

64 498.314 0.04%

128 498.164 0.01%

256 498.127 0.0036%
512 498.117 0.0016%
1024 498.114 0.0010%
4096 498.114

Resultat vid olika antal element fér strévan i figuren, tre iterationer

Som framgar av tabellen far man ett relativt noggrant varde redan for ett fatal element och endast
tre iterationer. Med 6kande antal element sa 6kar noggrannheten, och resultatet forefaller for den
anvanda datorn konvergera mot ett varde som ligger ca 0.001 % 6ver det teoretiskt korrekta vardet.
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Bandmatrismetoden

Istallet for Vianellos metod kan man diskretisera differentialekvationen som beskriver den
normalkraftbelastade stravan, varvid man erhaller ett ekvationssystem med n ekvationer, om stravan
delas upp i n delar, se bilderna nedan. Man berdknar sedan det minsta egenvardet till

koefficientmatrisen och erhaller pa sa satt stravans knacklast.

-~

2 N
N Elast linjens ekv: d : - Mix) eller y" == "_y
[)C — dx Elfx) El(x)
y'+ k2y=ﬂ med H2=—EI-

Lisning: vy = Asinkx + Bcoskx

y' = Akcoskx - Bksinkx

¥ =v.lulnt2 gin kx-EHicuskx
randvillkor y(0)=0 gerB=0
randvillkor y{L)=0 ger 0=AsinkL
A# 0 ger sinkL=0
alitsa kL= 0, KL=TC , kL= 2TC , ...

N sokt l6sning kL=TC ger k =EL
2
El |_2
nle , .
N= — (“Eulers 2:a knackfall™)
L
Analytisk berdkning av knécklast
' ™
dela upp stravan i n lika delar.
delldngd h =% . Antag konstant El.
_%y_ . differensversion av diff-ekv:
=
—~ Y. . -2¥. +VY.
’E y, i1 itV 202
- h 2 1
L7 Yiet
matrisform:
21 ¥4 Yy 0
12 1 ¥y Y2 0
1.21 Ya | + k2 Y3 |=| O
----- 1 <2 }}n ?n D
eller
Ay= Ay ;ettegenvirdesproblem

Uppdelning av strévan i segment resulterar i ett egenvdrdesproblem fér att berdkna kndéicklasten.
Den resulterande koefficientmatrisen dr en bandmatris (bandbredd =3), varav metodens namn.
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For matrisen

ar egenvardena A,,I, 7\,2, s A

1m= a +2\Jbc cos LLL.

n+1
rm=1,2,..;n

har

m=1ger|?\.| =|-2 + 2cos L1 |
min n+1

2
limA = °
1
nm=co N

Vid konstant El s kan till beloppet minsta egenvdrde berdknas exakt.

Yi-472Y; +Yisq+ n2k2y; =0
Ax+ A x =0
x .= h2k2
min
2 _(L)2 2. N
h '(n) och k -EI ger
7T 2 :
med insatt ), . = —— alltsa
min 2
T2 12N
n2  n2El
2
som ger N=ﬂ—EI
L2

b g

Med 6kande antal segment ndrmar sig den berdknade kndcklasten det exakta vérdet (Euler 2), vilket
dr det vérde fér N som visas i bilden ovan.
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Fér mycket stora virden pan, dv s - ln galler

== co
AT
==2+2
A max cas A+ =

|2 2| =4

Till beloppet minsta varde for A (=0) uppnas fbr

mil mTL
=1.dvs =0,
n+1 n+1 .
som uppnas for m=1 och n="to

COs

Fér en A-matris med ett enda element finns bara ett
egenvirde, vars belopp &r

A =-2+2cos 11:1 -|-2+u| =3

Beloppet fér egenvdrden till matris A varierar mellan 0 (noll) och 4.

Som framgar av bilden ovan sa varierar det majliga till beloppet stérsta varden for egenvardet fran 2
for ett enda element i matrisen A till beloppet 4 for mycket stort antal element (= stravan uppdelad i
manga delar).

i A.i diff Aju1 -Iki
1 -0.0810  0.2365
2 -0.3175  0.3628
3 -0.6903  0.4789
4 -1.1692  0.5462
5 -1.7154  0.5692
6 -2.2846  0.5462
7 -2.8308  0.4790
8 -3.3098  0.3727
9 -3.6825  0.2365
10  -3.9190 -

Egenvdrden fér matrisen A da den har 10 element (strédvan indelad i 10 delar)

| bilden ovan visas berdknade egenvarden fér en indelning i 10 delar. Beloppet for egenvardena dkar
monotont med 6kande elementnummer. Notera att differensen mellan egenvardena har ett max-
varde for stravans mittpunkt, samt att differensen for egenvardena dr symmetrisk med avseende pa
stravans mittpunkt. Denna iakttagelse kan anvandas for att underlatta uppsokandet av minsta
egenvardet.

Varierande El, bandmatrismetod

Nar El varierar for olika delar av strdvan sa andras matrisen A. Varje rad innehallande respektive
segments differensapproximation ska multipliceras med motsvarande bojstyvhet El, se bilden nedan.
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; element i A ¥ 0 enligt nedan

EL _q[¥ip-2y; % Yﬂ?

EL-[vi_; -2y;+ yiﬂ]#

[¥i- 2y L+ ¥s A
EIi+l[3’1. Yi+1* Yit2] 2
+1
El h=-L- ; I=lingd, n=antal delar
i+1 n

Knacklast N =A_min

Bild visande bandmatris vid varierande El

Bandmatrisen ar kvadratisk (nxn). Det finns darfor n stycken egenvarden. For varje segment j finns

alltsa ett egenvarde 7», se bilden ovan. Knacklasten ges av det minsta egenvardet, enligt uttrycket
N = }"min

Det ar forstas onodigt att multiplicera alla element med den konstanta faktorn 1/h -, darh =
segmentlangden =L/n, L = strdvans langd och n = antalet segment. Om denna onddighet ej
sker sa berdknas istallet knacklasten enligt uttrycket

N = Ai/h’

dar Apmin da alltsa istéllet &r minsta egenvirdet till A utan att varje element multiplicerats med
2
faktorn 1/h™.

Vid strdava med konstant E, vilket i allmanhet géller, sa kan man lata bli att multiplicera alla
element med E, vilket foljaktligen leder till att knacklasten berdaknas med uttrycket

N =E kmin/h2

dar Apmin da alltsé istéllet &r minsta egenvirdet till A utan att varje element multiplicerats med
2
faktorn E/h™.

Tecknet for knacklasten N enligt ovan blir negativt, vilket inte tagits med i uttrycken ovan.

Notera vidare att randvillkoren (utbdjningarna i andpunkterna) ar noll, d v s y(0)= 0 och
y(L)=0. Om man 6nskar efterlikna annat villkor, (t ex fast inspanning, y'(0)=0), sa kan vardet
pa bojstyvheten El vid respektive dnde ges ett motsvarande varde (vid fast inspanning ett
mycket stort varde), men numeriska problem kan da uppkomma vid utrdkningarna.

Berdkning av det minsta egenvardet for A

Till skillnad fran vad som é&r fallet med konstant El, dar minsta egenvardet (och alla andra
egenvarden) kan beraknas exakt, sd maste minsta egenvardet (och 6vriga egenvarden) vid varierande
bojstyvhet berdknas med numerisk metod. Matrisen A ar da inte symmetrisk. Som framgar ovan ar

sida 31



Dimensionering av palar med hansyn till kndckning och stukning 2015-05-20

den inte heller givet positivt definit (element a11<0). Dessa tva egenskaper utesluter vissa vanliga
metoder.

For att berdkna enbart minsta egenvardet sa kan man anvanda inversa potensmetoden, se bilden
nedan. Konvergensen ar ofta mycket snabb.

1
l. Bilda startvektor x = %
n
. _ x 2 2
—= 2. bilda u-ﬁ;ﬁ :”x"; x§+ X2 4. .. +Xy
2 (Euklidisk norm)
3. berdkna u med Ax = u

4. berdkna g = ux
i

5*am|qi+1* dj |< eps sa satts Amin = 1/q9,klart.

annars ga till 2, upprepa.

eps = godtagbar diff (t ex 10 siffror).

Inversa potensmetoden fér berdkning av minsta egenvdrde till A

| bilden nedan visas ett exempel pa berdkning av knacklasten fér en strava med varierande
bojstyvhet El (Timoshenko & Gere, 1989). Konvergensen mot det korrekta vardet 157 kN &r relativt
langsam for okat antal element, sasom framgar av bilden. Med Vianellos metod uppnas mycket
snabbare konvergens. Notera att Vianello ger 6vre grans for knacklasten, medan for
bandmatrismetoden det motsatta galler.

sida 32



Dimensionering av palar med hansyn till kndckning och stukning 2015-05-20

f L=10m= = EI 1234*0.4
for ytterdelar —— = = 493.6 kN
2 2
h 1
EI 1234*1.5

£&r innerdelar —= = —12— = 1851.0 kN

%11_'2_ 5 10 P h

Ti1l belopp minsta egenvirden fSr olika n:
[ =10 =20 _n=40
L]
o

|F=11H F=120 F=123 kN

2m Bm 2m

Eal

" . 7.38%1234%1.5

Amf I=1.5m I=0.4 = Exakt virde P = ————— = 136 kN
10

- 2

= 1234 kN/m Vianells ger for n=10 att P = 137 kN

E
n=10 ger h = 10/10 = 1 ®m

Mass b 1 2 3 4 [] [ 7 ] E 10 Matra | 1
L ST 48 " ] 1 ] 1 0 ] P |0S00TERIITIESET
2 6 SET2 4816 o 1 o 0 0 | 2 | MES0LTIS NG
¥ ] 135 -1 1851 0 ] [ ] ] 3 | 0IO0EIIESN958D
] o 0 WES1| 302 18D 0 o 1 ] ] & 9ITIENANIINS
5 0 0 o wm| amel wm ] [ o 0 5 | HISBMIETITHI
] o 1 o @& a2 e 1 ] ] B | 03FERL§I00THE
7 ] [ ] 0 OEES1 IWE| M ] 0 T AIMEsiaIN
] o 1 | t 1891 aMe e | B | 0330EIMEIES
] ] 0 ] [ 0| 4536 S@7F| &506 L I E-F. L sl ]
1 ] o o 0 o 0 a4)E| 8E72 0 |0 S0TRITESET
o
Nt of Rerationa = 1000 Smabest sigenvaie of s 104 06078301589
T
EL =
Matris vid diskretisering (¥,,.,;=2¥; *+ ¥o1 — y 0=y (L) =0
h

Bild visande matris A samt berdkning av minsta egenvdérde (och tillhérande egenvektor). Till beloppet
minsta egenvdrde dr ca 104 kN fér 10 delar, berdknat med inversa potensmetoden (se bilden ovan).

Betraffande bandmatrismetoden tillampad direkt (pd matris motsvarande systemet av diskretiserade
segment) kan framhallas att en sddan metod knappast torde tillampas i det fall en algoritm for
berdkning av knacklast for stravor med varierande El ska formuleras. Istdllet lagras som mest endast
diagonalerna, och berdkning av minsta egenvarde sker med beaktande av matrisens bandstruktur.
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Bilaga 7

Differensmetod for axiellt belastad balk med elastisk omgivning

Bandmatrismetoden och berakning av egenvarden for resulterande matriser som approximerar en
differentialekvation kan aven tillampas pa balkar med elastisk omgivning. For en sadan balk med
axiell belastning N géller foljande (se t ex Heteny, ref 12, sid 196), med beteckningar enligt bilden.

kontakttryck = cy

Balk pa linjdrelastisk omgivning (som antas verksam oberoende av utbdjningsriktning, uppdt
respektive neddt). Notera att "c" hdr betecknar strévans bdddmodul.

Faktor c, strdvans bdddmodul

Faktorn "c" i uttrycket ovan fortjanar en kommentar. Man utgar fran en materialkonstant, ofta
bendamnd ko, for den fjadrande omgivningen i kontakt med stravan. Konstanten kg har dimensionen
F/L™ (F = kraft, L = langd), vilket som sig bor leder till att konstanten multiplicerad med en rérelse

leder till en spanning, som ju har dimensionen F/L".

Materialkonstanten kg brukar kallas markens baddmodul. Konstanten anger sjunkningen for en stor
belastad yta for en jamnt utbredd last 6ver hela ytan.

Anta att strdvan har en sidlangd lika med vardet "b". For att erhalla ett c-vdrde som motsvarar stidvan
ifraga sa maste foljaktligen vardet "c" i uttrycket i figuren multipliceras med vardet "b" vid berédkning.

Detta innebar att vardet c i figuren berdknas som c= kgb, varfor "c" i figuren har dimensionen F/Lz,
exempelvis kPa. Detta ar bakgrunden till att i berakningar brukar anges "kb", exempelvis berdakning
av elastisk langd = (4El/kb)"0.25. Vardet "c" i bilden ovan kan darfor sdgas utgora stravans
baddmodul, inte markens modul.

Om nu kompressionen av det elastiska mediet for alla stravor endast antas ske intill ett avstand lika
med "b" rdknat fran stravans yta sa utgar "b" vid berdkning av "c", och man erhaller for balkens
baddmodul "c" vardet c= ko, alltsa samma numeriska varde som materialkonstanten c= kg, men nu

med dimensionen F/Lz.

For exempelvis lera brukar man vid lang tids belastning rdkna med ko= 50cy,. Vid berdkning av palars

knacklast i lera ser man ibland knacklast = 2( ¢*EI)*0.5, och c= b*50cy,, vilket alltsa ar fel. For att

undvika misstag sa maste man skilja pa balkens respektive jordens baddmodul. Med antagandet om
kompressionsdjupet = b far de dock samma numeriska varde.
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Dar en balk (eller strdva) delas upp i delar med langden = h s3 att den elastiska omgivningen ersatts
med fjaderstdod sa med fjaderkonstanten = c*h.

Bandmatrismetod

Aven hir kan en diskretisering av i uttrycket ovan visade derivator géras, se bilden nedan. Notera att
uttrycken forutsatter en konstant bojstyvhet El och konstant fjaderbaddstyvhet c.

A
aly ; A ‘
EI—4 = % (y i_2_4yi_l+ 6Yi -4Yi+l+yi+2)
dx h
B
N dzy _ N ¥ A 1
ax2  n?2 (Y317 2V¥; +vV¥,.4)

Approximering av differentialekvation fér balk pa elastiskt underlag. ET och c dr konstanta.

EL 2z + NBz + cz=0 ;z=|"2
n4 h2

mult med h2; n
EAZ + NBz +h2-c:'z =0
h2

mult med B 1 £ran vianster ;

EI B—l 1

> h2c1z =0
h

;I = enhetsmatris,n,n
(%B_la +B ln2cI)z + Nz =0

Az + Nz+ B~

B 1(EL a+n2cI)z + Nz =0
'h.2
som motsvarar standardformen (M —}.)z = 0;

dir ) &4r egenvdrden till M.

Berdkna alltsd minsta egenvardet till M,

dvs minsta egenvdrde till matrisen

M= B 1(EL a+nZcI)
h2

Formulering av egenvirdesproblemet vid konstant El och ¢

Vid konstant El och c forenklas forstas berakningarna. Tillskillnad fran bandmatriserna A och B ovan
sa ar inversmatrisen en fylld matris. For berdkning av egenvarden dar ett litet steg h anvands (manga
segment) sa ar det darfor vara dnskvart eller nédvandigt att tillampa matristransformationer s3 att
bandstrukturerna (och egenvardena) sa langt det &r majligt bibehalls och berdkning samt lagring av
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matriselement undviks. Notera dven att M inte 4r symmetrisk, vilket stdller motsvarande krav pa
berdkningsmetod for att ta fram egenvarden.

Egenvdrden
Berdkning av egenvarden innebar |6sning av
Az-Az=0 ..(1)

| vart fall har vi dock tva matriser, A och B;
Az-ABz=0 ..(2)

dir A och B ar kvadratiska matriser, z en kolumnvektor ("egenvektor") och A en skalir, som utgér
ett "egenvarde".

For matriser n x n finns n stycken egenvarden Aq, Ao, ... An
Vi soker alltsa det minsta.

En generell 16sning till sambandet (2) ovan ar

-1 -1
B Az-Alz=0 ; (1=enhetsmatrisen, B &r invers matris till B)

vilket alltsa aterfor problemet till grundformen ekv (1) ovan, om man berédknar egenvardena for

-1 -1
matrisprodukten B A istdllet for A. Tyvadrr ar i allmdanhet B A inte symmetrisk, aven om A och B ar
symmetriska, vilket komplicerar berdkningsarbetet. Om mojligt soker man metoder dar symmetri
bevaras.

Nar palen har konstant El och c

For det fall c och El har konstant varde kan uttrycket for knacklasten berdknas analytiskt, se t ex
Heteny, Beams on Elastic Foundation, 1949.

N,
KL
ET
k L
-A- —
N4
Bl | Lk
Ncr= 2 + 2 9
L n«

Kndcklast Ncr fér en rak pdle i elastiskt medium, konstant béjstyvhet El och elastiskt omgivning c,
ldngd =L och ledad, styrd infdstning upptill och nedtill. Virdet k i bilden motsvarar Ejord varmed avses
den elastiska omgivningens E-modul, t ex 50cu.
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For en pelare utan sidostod minskar knadcklasten i proportion till kvadraten pa langden. For en pelare
(pale) i elastiskt medium ar daremot knécklasten istéllet i ganska liten utstrackning beroende av
langden, som framgar av bilden nedan. Knackfiguren blir ett antal sinusvagor. Knacklasten da palens

1/2
langd 6kar ndarmar sig snabbt vardet N¢r=2(cEl) / , vilket darfor ar det varde som ofta brukar antas
galla for palar omgivna av jord, oavsett deras langd.

i l/k—ﬁ
P ET

750 s
2
p=12T /ﬁ
)
100 2
rd
A1

50 - ; ~
ﬁ=21r/ /n-i/ // N_xz o/kEI
s |/ / N " B
0 1 5 0 13 15 20 25 30 L
l n={ n=2 n=3 I, =4
1 2

Kndckfigur och motsvarande kndécklast Ncr for en rak pdle i elastiskt medium, konstant béjstyvhet El
och elastiskt stéd c., Idngd =L och ledad, styrd inféstning upptill och nedtill. Viérdet k i bilden
motsvarar Ejord (efter Heteny, Beams on Elastic Foundation, 1949). Virdet n anger antalet halva

1/2
sinusvdgor. Som framgar av bilden utgér uttrycket Ncp=2(cEl) / en god approximation av
kndcklasten oberoende av pdlens Iéngd.

Exempel med konstant El och ¢

{;Ncr L = 6 ger och antal delar = 6 ger h=1
A— h=c=El=1 ger
PALE m=g"(A-1)
c=El=1 - ) - - -
L 6 -4 1 2 1
46 -4 1 121
_|1-46-41 1-21
| fh=—t—r A% 1464 1| B= 1-2 1
. antal delar 1-46 -4 121
ﬁNcr | 1-46 i 1-2]
Minsta egenvérde for (M- A1)x=0 &rda ?u,|= 2.391
Exakt varde (n=1):
N, =m2n2EIN2 + L2¢/( n2n?) = 1.096 +0.912 = 2.008
Ncr=2v1- =2 férL=co
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Bandmatrismetoden, exempel.

Om for exemplet i bilden antas L=6 meter och El = 1 kN, c = 1 kN/m2 sa erhalls fér en obegransat
lang pale det analytiskt berdknade vardet Ncr = 2 kN. Med uppdelningen i 6 delar, h = 1 meter sa ger
berdakning med bandmatriser 2.39 kN, som visas i bilden ovan och nedan

1 -5 BT3EE24 157182
2 11 250305573548
-3 B2 IEAAEEETE
3. 21083623408 138
LA IN3Me2 52
-2 IS0SAE4 244 ERE D

oy N e P

Samtliga egenvdrden fér exemplet ovan med El=c =1 och steget 1.

Vardet beta i den tidigare bilden ovan blir lika med 36, vilket motsvarar n =2. Det exakta vardet for
knacklasten blir da

22 2 2 2 2
Ner=n m EI/L +L ¢/(n © )=1.096+0.912 =2.008 kN

Genom att 6ka antalet delar for bandmatrislosningen sa narmar sig det minsta egenvardet detta
varde. Observera att vardet fér c dd maste justeras till att motsvara langden for varje del (h).

Strdva med varierande El och varierande c

For det fall som har ar mest av intresse, namligen en strava med varierande bojstyvhet El och
omgivningsstyvhet c, sa modifieras differensapproximationen (diskretiseringen) av
differentialekvationen gallande konstant El och c. Detta illustreras med ett exempel nedan, dar en
strava med varierande El och c delats upp i 6 delar.

Den matris M, for vilken minsta egenvéardet och tillhérande egenvektor (utb6jning) ska bestimmas
modifieras med kolumnvektorer {S} och {K}, vilka innehaller varje dels bojstyvhet och fjaderkonstant,
respektive, se bilden.

Notera att langden av varje element antas konstant = h och att varje element antas ha olika
styvheter. Minskas elementindelningen sa kommer namnda vektorer att innehalla samma varde for
det antal segment som faller inom ett och samma element.

Vid automatisk, stegvis minskning av elementlangden sa kommer vissa segment darfor i allmanhet
att omfatta element med olika styvheter vid elementgranserna. Allteftersom antalet element 6kas
for en given langd for stravan sa minskar dock inverkan av denna "dubbeltydighet".
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_J_& —>y = - —

6El, -4El, 1El 0 0 0 ] 0 5 =9
h €q E|1 1 2 3 6 4 1 0 0 E|1
—_e L
" CZHEIZ "4Ely G6El; -4El; 1By 0O 4 6 a1 o o | e
AT
= | 1€y -4El2 GEl; -4E, 1E5 0 1 -4 & -4 1 o | | 0
]| ’ - 3 = s}
h ‘34[ Elg 0 1El, -4EI3 6Ely -4El5 1Elg 0 1 " & .4 1 Ely
—_ . L
h| ©s5]|El5 0 0 1E|3 -4Ely  6El5 -4Elg 0 0 1 -4 6 -4 Elg
71_ L
h| €6 Elg 0 0 0 1El4 -4El5 6Elg 0 0 0 1 4 6 Elg
- - = 4 L 0
cq alltséaij =a;; s;
c €2
3 dari=j=12,..n
c =
a=| e ersitts med 1{K} dar {K}=h cj alitsa kj = hc;
c
L cs
L | cg
=210 0 00
1721 0 00
Sammantaget far man M=B'1(# Als +n2Ky)| darB= g;;z ; gg
000 121
000 01 -2

Matris M fér vilken minsta egenvérdet ska bestdmmas, vid varierande El och ¢

Notera ocksa att matrisen M inte ar symmetrisk. Detta medfor att manga ofta anvanda metoder for
egenvdrdesberdkning inte kan anvandas. En metod som i de flesta fall fungerar bra fér osymmetriska
matriser beskrivs nedan.

Berdkning av egenvarden for en gles, osymmetrisk matris

Flera metoder existerar for berdkning av egenvarden for matriser. For glesa, osymmetriska matriser
kan man anvanda LR-transformering. Genom iteration uppnar man en triangular matris (elementen
ar noll, eller ndra noll under diagonalen). Egenvardena aterfinns i stigande ordning som den
transformerade matrisens diagonalelement.

LR- transformation, lampligt for glesa band matriser
lterativ metod. Bygger pa upprepad LU-faktorisering.

Far varje steg k av av transformationen galler for att
A k=LU=LR (ekv 1)

Steg k slutfors genom att utféra matrismultiplikationen
Ak+1= LU=LR (ekv2)

Ekv (1) innebar att

u=L"A k

vilket vid multiplikation av ekv (2) ger

A LA L

som visar att L utgér en ortogonal transformationsmatris.

Allteftersom interationen fortsatts sa omformas A mot en tridiagonal
matris med nollor under diagonalen. Detta innebéar att egenvardena
aterfinns i den transformerade matrisens diagonalelement.
Beloppsmassigt i fallande ordning med barjan i for element a44, om
alla egenvarden har samma tecken.

LR-transformering for berékning av egenvdrden
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Utférande av LU-faktoriseringen, som aterkommande anvands vid transformeringen, beskrivs i bilden
nedan.

LU-faktorisering:

a1l al12 a23| |1 0 OfJu1ltl ul2 u13
A=LU —» |a21 a22 a23|=|121 1 0]|]0 w22 u23
a31 a32 a33 31132 1|0 0 u33

LR-transformering:
M =LU
k
k = k+1

Mk=ULF|

A, m12 m13 m14 m15 m16
A m23 m24 m25 m26

efter manga steg: M = A, M34 m35 m36
Ay m4d m46
approx =0 A mMab
?“B
LU-faktorisering

Berdkning av egenvektorer (= strdvans utbdjning)
Sedan ett egenvarde berdknats sa kan man berdkna motsvarande egenvektorer (z) med anvdandande
av sambandet

Qz=0

dar Q=M - Nmin*l ; Nmin = minsta egenvardet till M. | betecknar enhetsmatris

Kolumnvektorn z innehaller alltsa utbdjningarna for respektive del, d vsyl, y2, ... yn.

Anvandning av visad metod

Vi implementering av visad metod for berakning av knacklast for pale med varierande El och
Ejord sa ar det forstas ett dnskemal att erforderligt programmeringsarbete inte blir alltfor
omfattande. Sarskilda egenskaper hos matriser som ingar i berdkningarna innebar att
lagringsutrymme kan begrdansas och CPU-tid minskas, jamfort med vad som blir fallet om
man inte utnyttjar namnda egenskaper.

Ett exempel pa sadan optimering visas for berdakningar som beskrivs i bilaga 8.
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Bilaga 8

Berdkning av stodmoment for balk pa elastiska stod med 5-momentekvationen.

| figur 1 visas ett avsnitt av en kontinuerlig balk. Belastningar pa balken orsakar
vinkeléndringar vid stdden. Stod 3 betraktas. Att balken &r kontinuerlig medfor att

stodvinkelandringen @V till vanster om stddet &r lika stor som stodvinkelandringen @h till
hoger om stodet. Med beteckningarna i figuren innebéar det att

®y-0Bx=0 .. (1)

Figur 1. Stodvinkelandringar ®,, och O, vid ett stéd for en kontinuerlig balk.

Delbalkarna 2-3 och 3-4 skars ut och den kontinuerliga balkens vinkelandringar fér stéden
behalls for de utskurna balkarna genom inférande av stodmomenten M2, M3 och M4, se

figur 2. Vinkelandringarna vid stod 3 av yttre laster pa delbalkarna betecknas o och 3 .

M= 1 :|M4=1
2 9 3 N0y 4

Figur 2. Vinkelandringar och andmoment fér delbalkar
De i figur 2 visade stédvinkelandringarna antas framkallade av respektive moment = 1.

Om det antas att vinkelandringarna &r proportionella mot momenten sa ger insattning av
detta antagande i ekvation (1), kontinuitetsvillkoret, att

M2 @23+ M3 (@32 + O34)+ Mg Og3+a+B=0  ..(2)
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For en delbalk "i"* med konstant bojstyvhet Elj erhalls samband mellan stédvinkelandringar
och ett andmoment enligt figur 3:

s ™

M‘iﬁ El; Mi'-i
| 0.=—]/——
L

! L o el

i+1  6El,

E =E-modul
l; = troghetsmoment

", oy

Figur 3. Stodvinkelandringar fér andmoment vid balk med konstant bojstyvhet El

Efter insattning i ekv (2) erhalls efter férenkling for stod 3:
M2 *L2/(El2)+2M3* (L2/(El2)+L3/(ElI3))+ Mg *L3//(EI3) + 6*(at + B) = O ... (3)

Ekvation (3), som kallas Clapyrons ekvation efter upphovsmannen, publicerades 1855.

N&ar E-modulen ar konstant for hela den kontinuerliga balken kan ekv (3) skrivas

M2 *Lo/l2+2M3* (L2/I2+L3/13)+ Mg *L3/I3 + 6E*(ae + B) = 0 ... (4)

Nar bade E och | ar konstant for hela balken, d v s konstant bojstyvhet El, kan ekv (3) skrivas
M *Lo +2M3x (Lo +L3)+ Mg *L3 + 6EI*(a + B) = 0 ... (5)

Ar bade bojstyvhet El och spannvidd L konstant for hela balken erhalls

M2 + 4M3 + Mg + (6EI/L)*(ow + B) = O ... (6)

Ekv (3) kan mer generellt skrivas

aMo + agM3 + agMg = c3 .. (7)

dar

ap, az, a4 ar konstanter som beror av balkens egenskaper och geometri och c3 ar en
konstant som aven beror av belastningen pa balken
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Om den kontinuerliga balken antas ha n stéd och andstéden antas ledade (och obelastade
av momentlast) sa far man n-2 ekvationer att I6sa i system for att berakna de n-2 obekanta
stédmomenten. For exempelvis en balk pa 6 stod visas resulterande ekvationssystem i fig 4.

1 2 I3 4 15 16
agMp +a;M3 =C3 ...(1)
‘ a,M2 +azM3*a,My =C, ...{;2}
a,M3+azMy +a,Ms = C3 ---(4)
32M4+ 33M5 = 03 ( )

Figur 4. Exempel, kontinuerlig balk pa 6 stod.

Figuren ar kanske nagot missvisande satillvida att konstanterna ap, a3, a4 och c3 forstas i

allménhet har olika varden pa olika rader. For att generera konstanterna pa en viss rad kan
man forestalla sig att "mittstodet” stdéd 3 successivt forflyttas at hoger pa balken, med bérjan
Over stod 2.

Ekvationssystemet i figur 4 kan uttryckas i matrisform, se figur 5.

- as Y _ M| = c3
ag a3 Y Ma| = 03
a, ajz ay| [Ma| =|¢3

32 az Ms| = C3

(element = 0 ej visade)

Figur 5. Ekvationssystem i matrisform

Ekvationssystemet i figur 5 kan uttryckas som

AM=C ... (8)

dar

A = koefficientmatris med element som beror av balkegenskaper
M = kolumnvektor med de sokta stodmomenten

C = kolumnvektor med element som beror av laster pa balken
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Den generella |6sningen till ekv (8) lyder
-1

M=A"C ... (9)

dar A~ arinversmatris till A

Som framgar av figur 5 har matrisen A bandstruktur med en huvuddiagonal och tva
co-diagonaler (en éverdiagonal och en underdiagonal). Diagonalerna innehaller

elementen a3, a4 och ap, respektive, se figur 5. Man kan visa att element a4 pa en

rad ar lika med element ao pa raden under. Matrisen A ar alltsa en symmetrisk
tridiagonal bandmatris (bandbredd = 3) med ordningen(n-2)*(n-2).

Detta innebéar att endast elementen i huvuddiagonalen az och elementen ag i
overdiagonalen behdver beraknas och lagras, se figur 6. Erforderligt utrymme for
lagring av A ar

2*m -2, approximativt lika med 2*m

darm =n - 2, dar n = antal stod for den kontinuerliga balken

berdknas och lagras

A

- e
4 az a,
a ag

anm: a4 j= a2 j+1

Figur 6. A-matrisen ar en symmetrisk bandmatris.

. . -1
Som namnts kan stddmomenten berédknas genom att berékna inversmatrisen A ~ .

Ett villkor for att inversmatrisen ska existera ar att matrisen A inte ar singular.
Singularitet uppkommer exempelvis om nagot element i huvuddiagonalen ar lika med
noll.
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Till skillnad fran bandmatrisen A ar inversmatrisen A =~ fylld av element skilda fran

.. . . 0, o 1 o 2 s
noll. FOr att lagra inversmatrisen atgar darfor m - element jamfort med 2*m element
for lagring av de tva diagonalerna enligt figur 6.

For en balk med mattligt antal stod spelar skillnaden ingen roll, men om antalet stod
ar mycket stort blir tillganglig minneskapacitet en begransande faktor. For exempelvis
10000 stod kraver inverslésningen lagring av 100 miljoner flyttal, medan lagring av
enbart de tva huvuddiagonalerna endast kraver lagring av 0,02 miljoner flyttal. Man
fragar sig kanske nar/om det kan bli aktuellt att berdkna en balk med s& manga stod -
som framgar senare medfor modellering av balkar pa elastiskt underlag ofta ett
mycket stort antal stod.

Losning av ekvationssystemet AM = C

Det snabbaste sattet att [0sa ekvationssystemet &r direkt Gausseliminering med
aterfoljande bakatsubstitution. Vid Gausselimineringen transformeras matrisen A sa
att alla element under huvuddiagonalen blir = 0.

Vid direkt Gausseliminering sker division med elementen i huvuddiagonalen i
namnaren. | de fall dessa varden blir alltfor sma jamfort med Gvriga element sa kan
forlust i noggrannhet uppkomma. Om nagot diagonalelement &r = 0 kan ingen
I6sning alls uppnas med direkt Gausseliminering. For att atgarda sadana problem
kan pivotering tillampa, vilket innebar att ordningsféljden for rader andras sa att
numerisk instabilitet, orsakad av division med mycket sma tal, om méjligt undviks.
Pivotering 6kar forstas antalet operationer. Man kan anvanda partiell pivotering
(enbart radbyten) eller fullstéandig pivotering (byte av bade rader och kolumner).

| det fall matrisen a ar diagonaldominant, vilket innebér att diagonalelementen pa
varje rad ar stérre an summan av omgivande element pa samma rad, sa kan den
onskvarda metoden direkt Gausseliminering med aterféljande bakatsubstitution
anvandas utan noggrannhetsforlust. | det aktuella fallet innebar diagonaldominans att
for varje rad ska galla

lagl > lagl + lagl ... (10)

For en balk med konstant El erhalls enligt ekv (5) att

ax=Lo ... (11a)
ag=1L3 ... (11b)
ag=2(L2+L3)=2(az+as) ... (11c)
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Vilket uppenbarligen medfor diagonaltunghet. Aven det mer generella fallet med
varierande L,E och | for varje fack ger diagonaltunghet, vilket framgar av ekv 12 a—c¢
nedan. Notera dock att El inte far vara = 0 for nagon delbalk.

az = Lo /(E2lp) ...(12a)
a4 = L3 /(E3l3) ...(12b)
az=2(az +ay) ...(12¢c)

Antalet berakningsoperationer som kravs for att berakna inversmatrisen A =~ ar

proportionell mot m~ och antalet operationer som kréavs for matrismutiplikationen

-1 4. : 2 N
A ~ C ar proportionell mot m”~. Detta kan jamféras med det totala antalet

operationer for att utfora direkt Gausselimination och bakatsubstitution som &r
proportionellt mot m.

Sammanfattningsvis galler alltsa att kontinuerliga balkar pa fasta (oeftergivliga) stod
snabbast och med minsta behov av minnesutrymme analyseras med direkt
Gausselimination och bakatsubstitution pa det satt som visats ovan.

Berékning av stodreaktioner

Sedan stddmomenten har beréknats sa beraknar man stodreaktionerna. For stodet 3
enligt ovan blir reaktionen R3 lika med

R3 = Rp3+ (M2 - M3)/L2 + (M4 - M3)/L3 ...(13)

dar Rp3 = stbdreaktionen motsvarande delbalkar utan andmoment, se figur 7.

|_2 | 3 | 4| Rgz=R'32*Ray

2 R'3p Ry R4

Figur 7. Upplagsreaktioner for delbalkar
Elastiska stod

Ekv (3), Clapeyrons ekvation, kallas ofta "tremomentekvationen” eftersom 3 obekanta
stddmoment ingar i ekvationen. Nagra ar (1860) efter det att Clapeyrons ekvation
publicerats sa kompletterade Mohr ekvationen med en term som beaktar
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nedsjunkning av ett stod. Det resulterande uttrycket for ett visst stodmoment
innefattar stbdmomenten i 5 narbelagna stéd och Mohrs komplettering av
tremomentekvationen brukar darfor kallas "femmomentekvationen”.

Korrektionen innebar att till summan av stodvinkel&ndringarna (o + B) orsakade av

last p& balken, adderas en vinkelandring ¢ som beror av stédnedsjunkning, se figur
8. Den modifierade ekv (2 blir da:

M2 ©23 + M3 (@32 + (O34)+Ms Og3+a+ B+ ¢=0 . (14)
Den modifierade tremomentekvationen ekv (3) lyder:

M2 *Lo/(El2)+2M3* (L2/(El2)+L3/(El3))+ M4 *L3//(El3) + 6*(@ + B+ ¢ ) = 0 ... (15)

2 3 i
Y2
‘ 0 Y3
2

Figur 8. Stédvinkelandring ¢ vid stéd 3 av stddnedsjunkningar

Stodvinklarna, uttryckta i radianer, antas motsvara funktionen tangens for vinklarna,

vilket motiveras av att vinklarna ar mycket sma. Den sokta vinkelandringen ¢ vid
stod 3 beraknas darfor som foljer (beteckningar enligt figur 8) :

¢ = (ya-y3)/Lz—(y3-y2)/L2 ... (18)

dar yj betecknar nedsankningar for respektive stod i”.

Sambandet mellan nedsjunkning och stddreaktion for stéden antas linjart. For varje stod
finns darfor en fjaderkonstant (k), exempelvis for stéd 3:

som ger
y3=R3/k3 ... (18)
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Fjaderkonstanten har dimensionen kraft/langd. Vardet pa k bestams av stédens
utformning, exempelvis upplag pa sekundarbalkar som ger viss nedbojning vid
belastning, pa palar som ger viss hoptryckning da de belastas, eller underlag som
vilar pa mark som vid last ger viss nedsjunkning.

Sambandet mellan stbdreaktion och bojmoment ges av ekv (13). Kombination av
ekv (13) och ekv (18) ger ett samband mellan nedsankning och béjmoment:

y3= [ Rzt (M2 - M3)/|_2 + (M4 - Mg)/Lg] ! K3 (19)

Den sokta vinkelandringen ¢ kan saledes uttryckas som funktion av stédmomentet
Ms vid det studerade stddet 3, stddmomenten vid de tva stoden till vanster om detta
(M1 och M) samt stédmomenten de tva stoden till hoger om stod 3 (M4 och Ms). De
stédnedsjunkningar y, , y3 och y, som behdvs for att berékna ¢ enligt ekv (16)
tecknas namligen

Y2 =[ Ro2+ (M1 — M2)/L1 + (M3 — M2)/Ly] / ks ... (20)
y3 = ekv(19)
Ya=[ Roat+ (M3 — My)/L3 + (Mg — M2)/L3] / Kq ... (21)

Med syftet att uppna en matrisformulering tecknas motsvarigheten till ekv (4) for balk
pa fasta stod enligt féljande:

g1M1 + goMy + gsMs + gsM4 + gsMs = g3 .. (22)

darg:, 02, 03, gs 0ch gs &r koefficienter som beror av balkens egenskaper och
termen gz &ven beror av lastdata.

Berakningen av koefficienterna g1 omfattar insattning av ekv (19), (20) och (21) i ekv (16)

och darefter férenklingar och férkortningar. Slutresultatet for en balk med konstant E-modul,
blir for stoéd 3 som foljer:

g1 = 6EAl ...(23a)
g2 = L2/l2 -6E(A1+A2+A3) ...(23b)
03 = 2(L2/I2 + L3/13) + 6E(A2+2A3+A4) ...(23c)
g4 = L3/13 -6E(A3+A4+AS5) ...(23d)
gs = 6EAS ...(23e)
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q3 =-6E[ a + B + Ro2/( k2L 2) — (Roa/ k2)*(1/ L2+ 1/ L3) + Roa/( kaL3)] -..(24)
dar

Al =1/(koL1LD) ...(25a)
A2 = (1/( LoL2))*( 1/ ko+1/ k3) ...(25b)
A3 = 1/( k3LoL3) ...(25¢)
A4 = (1/( LaL3))*( 1/ ka+1/ ka) ...(25d)
A5 =1/( koL1L2) ...(25¢e)

Beteckningar framgar av figur 9a.

Figur 9a. Beteckningar ekv (23 a —e), (24) och (25 a -e).

Den kontinuerliga balk pa elastiska stod som ska analyseras antas ha ledade andstdd, utan
stodmoment. For en balk pa n stod uppstalls darfér m= n-2 ekvationer for att berakna m
stodmoment. For en balk pa 8 stod erhalls exempelvis matriser och kolumnvektorer enligt
figur 9b.

93 9y 95 My | 94
9, 95 9, 9g My | |9,
91 9, 93 9 95 My A3

Figur 9b. Balk pa 8 stod, matrisbeskrivning
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| matrisform kan uttrycket i figur 9b skrivas
GM=0Q ...(26)

som har den generella l6sningen

M = G'l Q ...(27)

Sedan stédmomenten M; beraknats s& beraknar man reaktioner R; och
nedsjunkningar y;,

Ri = Roi + (Mj-1 — Mj)/Lj-1 + (Mi+1 — Mi)/L ..-(28)
Yi=Rilyi -+-(29)
dar i=1, 2, ..., n=antal stod.

Berakningen ar da klar. For att undersoka inverkan av avrundningsfel bor skillnaden
mellan beradknade reaktioner och anbringade laster beraknas, d v s

skillnad = summa(Rj) - summa(Rgj), i=1,2,...,n ...(30)

| manga program for berakningar dar oundvikliga numeriska avrundningsfel
forekommer, ofta tillsammans med andra felkallor relaterade till berédkningsmetodik,
saknas tyvarr en sadan kontroll vilket forstas ar en brist.

LOosning av ekvationssystemet, ekv (26)

Som framgar av figur 9b ar matrisen G en bandmatris med bandbredden 5 och

ordningen m x m. | likhet med motsvarande matris for en balk pa fasta stod ar G
symmetrisk, vilket innebér att endast elementen i huvuddiagonalen samt de tva
Overliggande co-diagonalerna behodver berédknas och lagras.

Samma problematik som galler balk pa fasta stod vad galler berakning av
stédmomentvektorn M med inversmatris galler aven for balk pa elastiska stod. Direkt
Gausseliminering med atfoljande bakatsubstitution ar a&ven har den snabbaste och
minst utrymmeskrévande metoden. Villkoren for att G skall vara diagonaldominant
(eller positivt definit) ar dock mer komplicerade. For det generella fallet med
varierade k, L och | finner man att diagonaldominans kréver att varje rad uppfyller
villkoret

Lo/l + L3/13 >= 4E[1/( koL1L2)+ 1/( kgL3L4)] ...(31)
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For balk med konstanta varden for fjaderkonstanter k, spannvidder L och
bojstyvheter El ger ekv (31) att diagonaldominans erhalls om

KL3/(EN) >= 4 .(32)
Den numeriska stabiliteten gynnas alltsa av

- stora varden pa fjaderkonstanterna k,

- stora spannvidder L och

- sma varden pa bojstyvheten EI.

Omvant kan

- sma fjaderkonstanter,

- sma spannvidder och

- stor bojstyvhet

ge signifikant noggrannhetsforlust vid direkt Gausselimination. Enklast kontrolleras
uppkomst av noggrannhetsférlust genom berékning av differensen ekv (30). Som
namnts tidigare far inte vardet noll férekomma i huvuddiagonalen (gs) vid direkt
Gausseliminering.

Det ska namnas att noggrannhetsforlust inte uppkommer plotsligt vid direkt
Gausseliminering da koefficientmatrisen G inte helt uppfyller kraven for
diagonaldominans. | praktiken kan ofta relativt brutala val av balkdata ske utan att
alltfor stora fel i berakningsresultatet uppkommer. Extrema varden kan vara
motiverade av behov av att simulera leder, konsoler, inspanda andstdd, och andra
diskontinuiteter hos balken. Givetvis ska i sddana fall kontroll av berakningsresultatet
genom berékning av ekv (30) ske.

En generellt sett mer stabil algoritm for I6sningen av ekvationssystemet ekv(26) kan
uppnas genom att pivotering utfors, sa att noggrannheten optimeras. En sadan
metod medfor dock 6kad berakningstid, vilket i manga fall kanske inte har sa stor
betydelse, men ocksa, som det visat sig, inte alltid ger asyftat resultat.

Genom mojligheten av ett brett spektrum av val av varden som genererar
matriselementen ar det inte mojligt att entydigt bestamma nagon metod som for alla
variationer garanterar en hog noggrannhet. Anvandning av Direkt Gausseliminering
och bakatsubstitution tillampas darfor tillsammans med kontroll av raknefelen enligt
ekv (30). Uppkommer stoérre fel ar det i allmanhet mojligt att andra nagra indata sa att
godtagbart resultat erhalls.
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| de fall flera lastfall (fler hdgerled Q) ska berdknas (exempelvis vid berdkning av
influenslinjer), sa sparar man den efter Gausselimineringen triangulerade matrisen G,
se nedan.

LU-faktorisering

Om G ar positivt definit, vilket i allmanhet ar fallet for aktuella balkar, sa kan G
faktoriseras med Choleskis metod, vilket ger snabb berakning:

G=U"U ... (33)
(UT ar transponatet av U)

varefter man loser

U'x=0Q ...(34)
som ger en vektor x

och sedan UM = x ...(35)

som ger den de s6kta stbdmomenten M. For det aktuella problemet beddms dock
den nedan beskrivna algoritmen mer effektiv i och med att den sarskilt tar hansyn till
egenskaperna hos G.

Direkt Gausseliminering med bakatsubstitution

Huvuddiagonalen och de tva 6verliggande co-diagonalerna lagras som vektorer a, b
och c.

a= (a1, a2, a3, ... am) ...(36a)
b =(bg, bp, b3, ..., bm-1) ...(36b)
c=(cy,C2,C3 ..., Cm-2) ...(36¢)

by|22 by €3 Lagras q,

€4 by | a3 by “cy a3

CZ b3 a1 bg ¢4 A4

e

Figur 10. Matris G lagrad som vektorer a, b och c
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Vid varje eliminationssteg sa transformeras 3 element i G-matrisen, tillsammans med
tva element i Q. | figur 11 illustreras det 1:a steget.

a

by ¢4 q1_
0 Co Lagras
0 (*{;} by “¢3

€2 by| a4 bg c4 s

Figur 11. G-matrisen och hégerledet Q efter 1:a eliminationssteget

Algoritmen for eliminationen lyder féri=1, 2,....,m

pi = qi/a; ...(37a)
aj+1 = aj+1 — Pibj ..-(37b)
bi+1 = bi+1 — pici ...(37¢)
aj+2 = aj+2 — CiCil aj ...(37d)
di+1 = di+1 — Pidi ...(37e)
di+2 = di+2 — Cigi/ & ...(37€)

Slutresultatet &r en triangular matris G (enbart element = 0 under huvuddiagonalen)
sa att bakatsubstitution kan starta, se figur 12.

4 by ¢ L q1_
0 |3 by €| 92
0 0 |33 by ¢C3 ds
0 0|24 bg cq g
T

1
o o 2l

Fig 12. Slutresultatet av Gausseliminationen, G triangulerad. Notera att elementen
inte &r desamma som visas i figur 10, fastan beteckningarna ar desamma.
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Bakatsubstitution

Bakatsubstitutionen borjar fran botten av den triangulerade G-matrisen:

Mm = dm/am ...(38)
Ovriga stodmoment Mj beraknas uppat i figur 12 enligt uttrycket

Mj = (gj — Mj+1* bj — Mj+2* ci-1)/ aj ;j=m-1, m-2, ..., 2 ... (39)
Andstodmomenten, M1 och My, antas vara = 0

Notera att index for vektorelementen i figurerna ar nagot missvisande satillvida att
den forsta raden i G-matrisen avser stod 2.

Balkar pa elastiskt underlag

D4 avstandet (L) mellan stoden minskas narmar sig forhallandena de som galler for
en balk pa elastiskt underlag av Winkler-typ. En sadan balk kannetecknas av att
kontakttrycket (p) mellan balken och underlaget i varje balktvarsnitt &r proportionellt
mot nedsankningen (y) i snittet, d v s

p=cy , [kraft/langdenhet t2] ...(40)
dar ¢ = markens baddmodul , [kraft/léngdenhet3] ...(41)
For en sadan balk ger elastiska linjens ekvation vid konstanta varden for L, El och c:
El(d4y/dx4) +cy =q(x) ;q(x) = belastning pa balken ... (42)

Vid analys med 5-momentekvationen "6versatts” det elastiska underlaget till
fiaderstyvheter pa det satt som visas i figur 13.

Figur 13. Berakning av ekvivalent stodstyvhet k vid balk p& elastiskt underlag

sida 54



Dimensionering av palar med hansyn till kndckning och stukning 2015-05-20

Sasom illustreras i figur 13 minskar den vertikala tillaggsspanningen G(x) av en

belastning pa markytan G med 6kande djup x. Forenklat kan detta visas med 2:1-

metoden. Man brukar darfor forsumma spanningsokningen pa ett djup storre &n
lastens bredd B, som antyds i figuren. Om nedsankningen betecknas s sa blir da den

relativa nedsankningen € :

€=s/B ...(43)

Vi sOker € for nedsankningen s = 1 langdenhet, vilket ger :
€=1/B ...(44)

Ett utskuret balksegment av en balk p& elastiskt underlag har arean (B x A L), se

figur 13. Den sokta fjaderkonstanten k, som ska anvandas vid berékning med fem-
momentekvationen, ar da den kraft som ger segmentet nedsjunkningen s = 1.

Kontakttrycket G mellan balken och underlaget for segmentet ar
c=k/I(BxAL) ...(45)

Enligt Hook’s lag galler

€ = O /Ejord ...(46)

Kombineras ekv(44), (45) och (46) far man efter férenkling

k= A L*Ejord ...(47)

Vérden pé jordens E-modul (Ejord ) redovisas i handbécker och brukar anges i
tekniska beskrivningar i forfragningsunderlag for byggobjekt.

For andstdd ska k enligt Winkler-modellen teoretiskt véljas till hélften av vardet enligt
ekv (47) nar balken delas in i lika delar, se figur 14.

AL
AL AL 7,

T T L

2

Figur 14. Fjaderkonstant for andstéd enligt Winkler-modell
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Winklermodellen tolkad pa detta satt har emellertid bristen att forutsatta att det
elastiska underlaget slutar vid balkanden. En mer korrekt teoretisk modell (t ex
Boussineq), som beaktar att underlaget stracker sig forbi balkanden, ger ett hégre
varde for den modellerade balkens fjaderkonstanter vid andstéden. Darfor ar det
motiverat att anvanda samma fjaderkonstant k foér andstdden som for resten av
balken.

En beréttigad fraga ar nu hur den numeriska noggrannheten paverkas av val av
segmentlangder.

For mycket sma varden for fjaderkonstanterna och konstanta varden El, k och L for
varje balkfack narmar sig matrisen G koefficienterna enligt figur 15.

ok 1 1 4|6 -4 1
I 4 T -
dar
_ 24El
kL3

Figur 15. Matrisen G vid mycket eftergivliga stod (sma k-varden)

Man kan visa att G ar positivt definit, vilkket medger LU-faktorisering och sakerstéller
god numerisk noggrannhet vid l6sning, nar

o>=0 ....(48)
dar

3
o = 24EI/kL ...(49)

Om man séatter L = AL och gor substitutionen k = ALEjord S& ger ekv (48) och (49)
efter forenkling

A L <= [24EV*Ejorg) .. (50)
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Man kan notera att koefficienterna i G-matrisen, fig 15, & desamma som erhalls vid

differensapproximation med centraldifferens av d4y/dx4 | differentialekvationen for
balk pa elastiskt underlag, ekv (42):

4 . 4 4
(d'y/dx") ar approx = [+1yj+2,i - 4yi+1,i + 6Yii - 4Yi-1,i + 1yi-2,il/ A x ... (51)

D& segmentlangderna narmar sig noll narmar sig alltsa den visade I6sningen for
femmomentekvationen balken pa kontinuerligt elastiskt underlag, som sig bor.

Nar man "fysiskt" flyttar stoden narmare varandra sa innebar det matematiskt en
gransovergang i stil med att lata "dx" ga mot noll vid integrering. En numerisk modell
ska generellt ha egenskapen att vid minskande steglangd narma sig den exakta
matematiska l6sningen.
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